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RESUMEN

Este trabajo propone un modelo numérico 1D para evaluar la calidad del agua en rios y canales. Se basa en la
aplicacién del Método de los Elementos Finitos (MEF) a las ecuaciones diferenciales de la Demanda Bioquimica
de Oxigeno (DBO) y del Oxigeno Disuelto (OD) con régimen permanente. El modelo del MEF fue implementado
en MATLAB acopldndose a un algoritmo de optimizacién para la calibracién de los pardmetros cinéticos y del
coeficiente de dispersién. Se muestra la aplicacion a un caso real de un rio en Cuba. Su aplicacién demuestra la
capacidad del modelo para predecir la dindmica de los contaminantes, apoyando la gestion sostenible de recursos

hidricos y su implementacién facilitard la toma de decisiones ante vertimientos de residuales, contribuyendo a la

proteccién de un rio.

I PALABRAS CLAVE: autodepuracion, elementos finitos, modelo numeérico, rios

A numerical model using MATLAB to simulate river self-purification
ABSTRACT

This work proposes a 1D numerical model for evaluating water quality in rivers and canals. It is based on the
application of the Finite Element Method (FEM) to the differential equations of Biochemical Oxygen Demand
(BOD) and Dissolved Oxygen (DO) under steady-state conditions. The FEM model was implemented in MATLAB,
coupled with an optimization algorithm for calibrating the kinetic parameters and the dispersion coefficient. The
application is shown to a real case of a river in Cuba. Its application demonstrates the model’s ability to predict
pollutant dynamics, supporting the sustainable management of water resources. Furthermore, its implementation

will facilitate decision-making regarding wastewater discharges, contributing to river protection.
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UN MODELO NUMERICO CON MATLAB PARA SIMULAR LA AUTODEPURACION DE UN RiO

K2l INTRODUCCION

Los rios han sido considerados como la principal fuente de disposicién de descargas de contaminantes (Pestana,
2016). Claramente, los rios poseen varios rasgos atractivos como un medio de disposicién de aguas residuales:
transporte de aguas residuales hacia el océano, dilucién y dispersién debido al mezclado rapido, baja sedimenta-
cién y resuspension con extendimiento del sedimento sobre un area grande y condiciones turbulentas que causan
una rapida reaireacién.

Los modelos de calidad del agua de los rios, no son mas que relaciones entre la velocidad de descarga y la
concentracion del oxigeno disuelto. De aqui que el tema y estudio de la modelacion de la calidad de las aguas
superficiales goce de una amplia repercusién y de gran auge en la actualidad (Pestana, 2016). El objetivo de este
trabajo es aplicar un modelo numérico de calidad del agua de acuerdo con las caracteristicas de los rios o canales,
para la simulacién del proceso de autodepuracion. Esta aplicacion incluye la calibraciéon de los parametros de
calidad de agua.

Segtin Veldzquez (2013), los modelos numéricos representan de manera numérica el proceso fisico o los cambios
cuantitativos del sistema utilizando ecuaciones y algoritmos matematicos que relacionan pardmetros numéricos.
Los dos métodos numéricos mas utilizados en el campo de las ciencias y de las ingenierias son el Método de las
Diferencias Finitas (MDF) y el Método de los Elementos Finitos (MEF). El MEF permite realizar un modelo
matematico de calculo del sistema real, méas facil y econémico de modificar que un prototipo; sin embargo, no
deja de ser un método aproximado de célculo debido a las hipétesis basicas del mismo. Su desarrollo ha avanzado
junto con la evolucién computacional, ya que los ordenadores permiten resolver eficientemente las numerosas
ecuaciones que genera (Marén Dominguez, 2001).

1.1. Calibracién y validaciéon de los modelos numéricos

La calibracion del modelo numérico tiene como objetivo ajustar sus parametros mediante prueba y error, dentro
de rangos validos, usando datos observados del sistema real. El proceso requiere ejecutar repetidamente el modelo
hasta que sus predicciones coincidan con los datos medidos, cumpliendo los criterios establecidos. Esta etapa es
necesaria porque, aunque el modelo se base en principios tedricos correctos, sus simplificaciones pueden generar
desviaciones de la realidad. Para validar su precisién, pueden emplearse distintos enfoques segin las condiciones
simuladas (Escobar Verbel, 2021). La validacién de los modelos numéricos tiene como objetivo determinar la
credibilidad del modelo elaborado en el que se utilizan los pardmetros obtenidos de la calibracién.

1.2. Modelacion de la Calidad del Agua

Los modelos de calidad del agua tienen por finalidad determinar parametros de calidad como las nuevas con-
centraciones de contaminantes del cuerpo de agua en cada cuando las condiciones de modificacion y el estado
inicial son conocidos.

Para que un modelo de calidad de aguas pueda ser aplicado confiablemente, para la prediccién de las condiciones
de los diversos parametros, tiene que cumplir, obviamente, con la condicién basica de reproducir aceptablemente
las condiciones reales. Desde que las aguas residuales contienen un alto valor de DBO, y la concentracién de
OD es un indicador primario de los sistemas acuaticos, la DBO es ampliamente usada para medir el grado
de polucién de las aguas (contaminacién) y ha sido tradicionalmente el pardmetro mds importante para la
contaminacién organica.

En la figura 1.1, se muestra de forma simplificada, el proceso de autodepuracién de un rio (Pestana, 2016).
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Figura 1.1. Proceso de Autodepuracion en un rio (Chaparro, 2020).

En la figura anterior se observa la curva «Sag» del OD, cuyo punto critico depende de factores como carga
contaminante, caudal, morfometria y temperatura. En muchos casos, el efecto dispersivo puede ignorarse al
analizar la descarga de un contaminante, dependiendo de la relaciéon entre transporte advectivo y dispersivo,
que viene dado por el niimero de Peclet, el cual es un término adimensional que tiene lugar una vez aplicado el
andlisis dimensional de longitud y concentracién que intervienen en estos procesos (Martin-Monerris & Marzal-
Doménech, 2010).

1.3. Calidad de las aguas en los rios cubanos

En Cuba, el aumento de la demanda de agua y su deterioro progresivo exigen que las administraciones implemen-
ten nuevas metas en la gestién y control de los recursos naturales. El Instituto Nacional de Recursos Hidraulicos
(INRH) y los Consejos de Cuencas Hidrograficas, junto a otros gestores, mantienen redes de monitoreo de la
calidad y cantidad del agua, las cuales han sido ampliadas y mejoradas continuamente.

En el ano 2019, se realizé un estudio en el rio Luyano, el cual dio a demostrar que segtin los indicadores de
calidad del agua es un cuerpo de agua muy contaminado por materia orgénica, cuyo origen son las numerosas
y variadas fuentes de contaminacién que llegan al rio de forma directa e indirecta. Los valores registrados dan
superiores a los fijados por las normas cubanas de calidad del agua, impidiendo que el preciado liquido pueda
ser usado como agua potable por la industria alimenticia y actividades relacionadas con la recreacién y la pesca.

1.4. Modelo matemdtico permanente de la DBO y del OD

El régimen impermanente presenta mayor complejidad numérica que el régimen permanente al depender de
dos variables (z, t), convirtiendo las ecuaciones gobernantes en un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
(Mar6én Dominguez, 2001). Su solucién requiere discretizacién del espacio y del tiempo. Esta mayor compleji-
dad computacional exige esquemas avanzados de simulacién hidrodindmica. Aunque en épocas secas pueden
aproximarse a un régimen permanente (variaciones temporales minimas), factores como infiltracién o aportes
subterraneos introducen siempre cierta variabilidad en el tiempo. Por ello, el flujo permanente en rios natu-
rales es una idealizacién 1til para la modelacién, pero con limitaciones practicas ante la inherente dinamica
hidrolégica.

Mientras la carga contaminante no supere la capacidad de resiliencia del rio, los mecanismos autodepurativos
pueden restaurar el equilibrio. Pero cuando los vertidos son crénicos o excesivos, se requieren darles tratamiento
a esas aguas a través de las plantas de tratamiento, control de vertidos, etc. La autodepuracién de un rio viene
modelada mateméaticamente por dos ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden para el caso de régimen
impermanente, describiendo la variaciéon de la concentracién de la DBO y la variacion de la concentracién del
OD en el tiempo y en el espacio (Szymkiewicz, 2010). A partir de estas ecuaciones, se procedié a su simplificacién
para régimen permanente en donde el tiempo es despreciable. Estas ecuaciones se muestran segin las expresiones:
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AU

oDBO 0 (ADaDBO

Ox O O ) + AK;DBO = —AWapo + Rapo(x) (1.1)

AU 85())9:]) - 3%0 (AD ang> + AK> OD = AK3 ODyqt — Wao + AK3 DBO + Roa(w) (12)

Donde DBO(z) es la demanda bioquimica de oxigeno (mg/1), OD(x) es el oxigeno disuelto (mg/l), A es el
drea mojada de la seccién transversal del rio (m?), U es la velocidad del agua (m/dfa), D es el coeficiente de
dispersién (m?/dia), K es la constante de degradaciéon de la DBO (1/dfa), K3 es la constante de reaireaciéon
del OD (1/dia), K3 es la velocidad para remover la DBO por sedimentacién y adsorcién (1/dia), ODgq es la
concentracién de OD en saturacién (1/dia), Wap, vy Wy, son los términos fuente y/o sumidero de la DBO y
del OD respectivamente (mg/1 dia) y Rapo(x) y Rod(x) son los aportes debido a los vertimientos puntuales de
DBO y del OD, respectivamente (mg/l). A estas dos ecuaciones se le aplica el MEF para obtener su forma
discretizada.

La constante K; representa la constante de degradacién de la DBO y mide la tasa o velocidad de degradacién
de la materia orgénica presente en un sistema acudtico (Benjumea Hoyos, 2018). La constante K5 representa
la constante de reaireacion del OD y es la velocidad a la cual se transfiere a las aguas naturales el oxigeno que
estd presente en la atmébsfera.

El pardmetro W representa la tasa neta de remocion de oxigeno asociada a todos los procesos distintos a la
oxidacion bioquimica, por ejemplo, la respiracién de plantas acuiticas y reacciones quimicas o los aportes, por
ejemplo, la fotosintesis. Es importante en el proceso de calibraciéon para alcanzar los mejores ajustes de los
parametros la presencia de este coeficiente.

1.5. Modelo Streeter-Phelps

El ingeniero H. W. Streeter y el experto E. B. Phelps estudiaron los procesos de oxidacién y reaireacién en el
rio Ohio (EE.UU.) entre 1914 y 1915, usando datos experimentales recopilados por el Servicio de Salud Publica
(Streeter & Phelps, 1925). Durante los afios 60, versiones més avanzadas del modelo incorporaron factores como
fotosintesis y demanda de oxigeno sedimentario, asi como aplicaciones para sistemas multiples gracias al avance
de la computacién. El modelo opera en condiciones estacionarias y con dispersion nula, ideal para predecir la
evolucién del OD a lo largo del cauce de un rio. Su simplicidad lo hace aplicable cuando las variaciones diarias
de contaminacién son minimas. Estas hipétesis permiten una modelacion practica de la autodepuracién en
cursos fluviales. Para estas condiciones simplificadas las ecuaciones diferenciales (1.1) y (1.2) pueden resolverse
analiticamente y dichas soluciones son las siguientes:
Kia

DBO(r) = DBO, ™%, OD(x) = OD, + T

U

—K3 DBOO (6_% — e_ﬁ) , Kl 7é K2 (13)

Si ocurre que K1 = K5 entonces las expresiones (1.3) son otras, pero es muy poco probable que esta situacion se
cumpla en la realidad. Segin se observa en (1.3) el modelo de Streeter-Phelps no tiene en cuenta el coeficiente
de dispersién D, pero se puede obtener una solucién analitica més general de las ecuaciones diferenciales (1.1)
y (1.2) teniendo en cuenta el coeficiente de dispersiéon D. En el trabajo de Morales Castillo (2025) se muestran
las funciones que son las soluciones exactas de las ecuaciones (1.1) y (1.2) para el caso en que el coeficiente de
dispersion D no es nulo siendo estas funciones las siguientes:

K3 DBO,

DB = DB ma D = 0D mar__ gmat 1.4
O(x) 0, ™" OD(z) =0 O+Dm§—Um2—K2 €T (1.4)
donde
U—-VU?+4DK; U—-+U?+4DK,
M = y o omy = ; Mo # My (1.5)

2D 2D

Si ocurre que mg = my entonces las expresiones (1.4) son otras, pero es muy poco probable que esta situacién
se cumpla en la realidad.
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1.6. Problema inverso para la calibracion de los pardmetros

En situaciones reales, es comun contar con mediciones de DBO y OD en muiltiples puntos de un rio o canal,
pero no conocer, los parametros clave: K1, Ko y K3. Para estimar estos valores, se requiere implementar un
algoritmo numérico que combine el MEF con un algoritmo de optimizacién del asistente matematico MATLAB.
Este algoritmo ajusta iterativamente los parametros hasta que los valores simulados coincidan con las mediciones
reales de DBO y de OD. Después de obtener los valores calculados de la DBO,,; v del OD,; por el modelo
directo se comparan estos con los valores observados de la DBO,,s y del OD,ps teniendo en cuenta la formula
clésica del Error Medio Cuadratico (EMC).

IZJ cOMPROBACION DE LOS ALGORITMOS DE CALCULO

Se muestran dos ejemplos de la aplicacién del modelo numérico desarrollado en este trabajo. El primer ejemplo
no es real y se comparan las soluciones clasicas del Modelo de Streeter-Phelps con las soluciones numéricas del
MEF. El segundo ejemplo si es real y utiliza las mediciones que fueron hechas en un trabajo de investigaciéon
anterior realizado por Morales Castillo (2025) en el Rio Luyand, que se encuentra en La Habana, Cuba. En
ambos ejemplos el modelo numérico del MEF se acoplo al algoritmo de optimizaciéon fmincon del MATLAB
para calibrar los 3 parametros cinéticos del modelo.

2.1.Ejemplo 1. Un rio de un solo framo con dispersidon nula (Modelo de Streeter-
Phelps)

En este ejemplo no real, se aplica el modelo permanente del MEF aplicado a las ecuaciones diferenciales (1.1)
y (1.2), pero con dos diferencias fundamentales que se consideran nulas la dispersién (D) y el termino fuente
(W). Esta suposicién corresponde exactamente con el modelo cldsico de Streeter-Phelps, representado por las
soluciones analiticas (1.3).

Se modela un rio con flujo conformado por un solo tramo, con un vertido de contaminantes solo al inicio del
tramo en aguas arriba, en = = 0. El objetivo es comparar la solucién numérica que se obtiene del MEF con las
soluciones de Streeter-Phelps. A continuacién, se presentan los datos de la simulacién de este ejemplo.

Datos de la malla de la regién: Se asume que el rio tiene una longitud de L = 6 km y se ha dividido en
N = 100 subintervalos, con lo cual la malla tiene 101 nodos en total en todo el tramo, y cada subintervalo tiene
una longitud de Az = 60 m.

Datos del flujo y de la geometria del rio: Teéricamente se toma un rio poco caudaloso con gasto igual
a g- = 5 m3/s. La seccién transversal del rio es de forma rectangular con los siguientes datos: ancho de fondo
b =5 m, el talud es m = 0, un coeficiente de friccion de Manning de n = 0,001 y una pendiente de fondo de
S, = 0,0001. Se utiliza la ecuaciéon de Manning con la cual se obtiene un tirante normal de H = 0,28 m, un drea
mojada de A = 1,4 m? y una velocidad del agua de U = 3,9286 m/s. Se supone que estos valores se mantienen
constante en todo el tramo del rio.

Datos del vertimiento: El rio recibe un vertimiento de residuales aguas arriba, en = 0. Este vertimiento esta
caracterizado por tres datos: una DBO,, = 25 (mg/L), un OD, =5 (mg/L) y un gasto o caudal de vertimiento
de g, = 0,5 (m?/s) que se corresponde con el 10 % del gasto del rio g,.. Se ha asumido que el gasto de vertimiento
es mucho menor que el gasto que circula por el rio y que no afecta las condiciones del flujo permanente. En la
figura 2.1 se muestra una representacién de la regién de estudio.

iq\f

ar U—»

|
X=0 X=L

Figura 2.1. Esquema de la region de simulacion.
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Datos de la temperatura: Se ha supuesto una temperatura de 24 °C, la cual se evalia en la ecuacién del
ajuste cubico que relaciona la temperatura con el oxigeno disuelto saturado reportado en el trabajo de Morales
Castillo (2025) y se obtiene un valor de ODg,; = 8,4337 mg/L.

Datos de los parametros a calibrar: Como en este ejemplo no se disponen de mediciones reales de la DBO
y del OD, en el rfo, se asumen conocidos los valores de los 3 pardmetros cinéticos que aparecen en (1.3), se
evaliian las soluciones del Modelo de Streeter-Phelps dado en (1.3) y se toman dichos resultados como los valores
observados de la DBO y del OD en todos los nodos de la malla. Estos valores asumidos son los siguientes:
K; = 0,000125 en (1/seg) que corresponde con 10,8 en (1/dfa), Ko = 0,000005 en (1/seg) que corresponde
con 0,432 en (1/dfa) y K3 = 0,0005 en (1/seg) que corresponde con 43,2 en (1/dia). Estos valores prefijados
se muestran en la Tabla 2.1. De los 101 valores observados son seleccionados 21 de ellos que se utilizan en el
proceso de calibracién para poder evaluar la funcién objetivo que tiene incorporado el algoritmo de optimizacién
del MATLAB. El objetivo es comprobar si con el algoritmo de calibracién se pueden recuperar los valores de
los 3 parametros cinéticos, totalmente o con un cierto grado de aproximacién. Las restricciones de cotas que se
tomaron para estos 3 pardmetros en el algoritmo de optimizacién fue el intervalo [0,0,001] en 1/seg.

A continuacion, se muestra la Tabla 2.1 con los resultados del proceso de calibraciéon de los 3 pardmetros
cinéticos, asi como también se muestran los valores de los pardmetros que fueron prefijados. Posterior a dicha
tabla se muestra la grafica de los valores calculados (*) y los observados (o) de la DBO y del OD.

Tabla 2.1. Parametros prefijados y parametros calibrados

Parametros Valores prefijados Valores calibrados

K (1/seg) 0,0015 0,0015001
Ky (1/seg) 0,0075 0,0074993
Ks (1/seg) 0,00225 0,0022499

De la Tabla 2.1 se observa que el ajuste es bastante aceptable en este ejemplo, ya que solo se calibran 3 pardmetros
del modelo. Aunque este ejemplo no es real y no muy complejo pero el algoritmo numérico del MEF acoplado al
algoritmo de optimizacién logra reproducir casi exactamente los valores prefijados de los 3 parametros cinéticos
del modelo lo cual era el objetivo principal en este ejemplo. El valor de la funcién objetivo para este caso fue
Fopj = 3,569 x 10~° (1/seg). Es decir, que se puede plantear que para este ejemplo la comparacién entre el
modelo numérico del MEF junto a la calibracién y las soluciones (1.3) es aceptable.

En la figura 2.2 se observa también que el ajuste alcanzado entre los valores observados y los valores calculados es
bastante aceptable. Es bueno recordar que para el proceso de la calibraciéon se tomaron como valores observados
21 valores de los 101 que hay en total, lo cual representan un 21 % del total de puntos de la malla. Se percibe
claramente en la grafica del OD la forma de la llamada «SAG» o «cuchara» con un punto de minimo que
representa el punto donde comienza a recuperarse el oxigeno en el rio. En este ejemplo el valor del punto de
minimo corresponde con la distancia z = 1031,7 m. Este se obtiene de forma exacta por la condicién necesaria
de punto de minimo de una funcién real a partir de la funcién del OD que aparece en (1.3).

2.2.Ejemplo 2. Ejemplo del rio Luyand

Este ejemplo es real y corresponde con la aplicacién del modelo numérico del MEF en el rio Luyano el cual se
encuentra en la provincia de La Habana, en Cuba. El tramo del rio Luyan6 estudiado es el segmento que se
encuentra comprendido entre el Puente de la Viga hasta la confluencia del arroyo Pastrana, en la provincia de
La Habana. Haciendo uso de los datos y mediciones obtenidas en un estudio realizado anteriormente se pudo
realizar con cierto grado de aproximacion, la simulacién realizada en este trabajo, lo cual fue reportado en el
trabajo de Morales Castillo (2025). A continuacién, se muestran los datos necesarios para este ejemplo.

Datos de la malla de la regién: El rio tiene L = 1,766 km de longitud, el cual estd dividido en N = 7
subintervalos, por lo tanto, la malla de la regién tiene 8 nodos. La malla no es una malla uniforme, es decir, la
longitud de los subintervalos no es constante para todos los subintervalos.

Datos del vertimiento: Segiin la informacién que se pudo obtener del documento digital, en el rio se identi-
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Figura 2.2. Gréficas de la DBO y del OD.

Tabla 2.2. Parametros fisicos y geométricos del rio Luyand (Morales Castillo, 2025)

Tramo No Estacién/Tributario km q(m3®/s) A (m?) U ((m/s) b H
1 E1  Traspatio de la Escuela 0 0,32 1,83 0,17 4,17 0,44
2 T1 Arroyo Luyané 0,084 0,45 1,08 0,31 3,0 0,36

E2 Puente Calle Fé 0,245 0,45 1,897 0,24 5,27 0,36

E3  Puente Calle Mayor 0,703 0,45 2,055 0,22 5,27 0,39

E4  Puente Calzada de Luyané 1,286 0,45 1,743 0,26 5,81 0,3
3 T2 Colector Marginal 1,292 0,53 0,594 0,89 1,8 0,33

E5 Puente Calle Lopez 1,766 0,53 2,092 0,25 581 0,36

lqwl l Gz
Or 1 Tl E‘E E3 E4 T2 E5
> l | I |

i

| | | | | | T x(km)
¥= 0 0.084 0.245 0703 1.286 1.292 1.766

1 2 3 4 5 6 T

Figura 2.3. Esquema de la region de simulacion de este ejemplo.
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Tabla 2.3. Valores de la DBO y del OD del rio Luyané (Morales Castillo, 2025)

Tramo No Estacién/Tributario T (°C) OD (mg/L) DBO (mg/L)
1 E1  Traspatio de la Escuela 26,47 3,22 10,23
2 T1 Arroyo Luyand 26,63 2,18 17,73
E2  Puente Calle Fé 25,23 2,52 11,23
E3  Puente Calle Mayor 24,67 2,18 14,03
E4  Puente Calzada de Luyané 25,57 1,71 15,23
3 T2  Colector Marginal 25,83 2,68 32,57
E5 Puente Calle Lopez 25,33 2,32 16,83

ficaron dos fuentes puntuales significativas: el arroyo Luyand que confluye con el rio Hondo en el km 0,084 y el
Colector Marginal que recolecta las aguas residuales albanales del Reparto Juanelo y descarga sus aguas en el
km 1,292, vendrian siendo estos puntos, los nodos 2 y 6 respectivamente, ver figura 2.3.

Datos del flujo y de la geometria del rio: Debido a que en cada tramo del segmento del rio el gasto que
circula depende del gasto del rio mas la entrada del vertimiento, por lo que el gasto es variable, entonces se
obtienen valores distintos de la velocidad y del area de la seccién transversal de cada tramo segin la ecuacién
de continuidad.

Datos de la temperatura: En la Tabla 2.3 se muestran los valores de la temperatura de cada tramo del
segmento del rio en estudio. Con estos valores de temperatura se evalud la expresién del ajuste cubico que
relaciona temperatura (T') con oxigeno disuelto saturado (ODg4:) que se da en el trabajo reportado por Morales
Castillo (2025). Este ajuste cubico ya estd incorporado en el algoritmo numérico del MEF implementado en el
asistente MATLAB.

Datos de los parametros a calibrar: En este ejemplo real no se disponen de los valores de los pardmetros
cinéticos y del coeficiente de dispersién, por lo tanto, se debe de esperar obtener, del resultado de la calibracién,
los valores de estos coeficientes. En un trabajo de investigacién anterior desarrollado por Morales Castillo
(2025) se considerd que la ecuacion diferencial (1.1) de la DBO no tenia termino fuente y/o sumidero (W). En
este trabajo se ha considerado incorporar un término fuente W a la ecuacion diferencial (1.1) debido a que
se demuestra la importancia de la presencia de este término para la calibracion de los pardmetros del modelo
numérico. Estos dos términos simulan las entradas y/o salidas de la DBO y del OD a lo largo de cada subintervalo
de la malla del rio, lo cual tiene sentido fisico real desde el punto de vista préctico. Estos dos términos fuentes
son denotados en este trabajo como Wy, v Wo.

En este ejemplo no se conocen los valores de los 3 pardametros cinéticos, K1, Ko y K3, de los 2 coeficientes
de dispersion Dgpo v Dao v de los 2 términos fuentes y/o sumideros Wy, v Wy,. Por lo tanto, estos son los
7 parametros que hay que calibrar para cada subintervalo de la malla a partir de las mediciones de la DBO
y del OD en dichos puntos. Se toman como observados o conocidos los valores de DBO y OD, ademés de los
pardmetros hidraulicos que se muestran en la Tabla 2.2 y en la Tabla 2.3. En la Tabla 2.4 se muestran los valores
calibrados de los 3 pardmetros cinéticos y en la Tabla 2.5 se muestran los valores calibrados de los 2 parametros
de dispersion y de los 2 parametros fuentes. En la figura 2.4 se muestran los valores observados y los calibrados
en las graficas de la DBO y del OD.

Tabla 2.4. Resultados de la calibracién de K1, K>y K3

Paridmetros Tramo 1 (intervalo 1) Tramo 2 (intervalos 2,3,4,5) Tramo 3 (intervalo 6)

K (1/dfa) 43,2 42,01 43,2
K, (1/dfa) 43,2 43,75 43,2
Ks (1/dia) 43,2 41,31 43,2
K, (adim) 1 0,98334 1

En la Tabla 2.4 se observa que los valores obtenidos de la calibracién de los 3 parametros cinéticos son iguales
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Tabla 2.5. Resultados de la calibracion de Dy W

Coeficiente 1 2 3 4 5 6
Dapo (m?/seg) 10 10,016 10,008 10 10,004 10
Dy, (m?/seg) 10 10,005 10,002 10 10,01 10
Wabo (mg/L seg) 0 —-0,04 —8,35x107* 0,036 2,57 x 1074 0

W (mg/Lseg) 0 —0014 —182x10"% —86x10"* —424x10"% 0

BDEEUGEII (rojo) DBOobs (azul) Eﬂcal (rojo) DOobs (azul)
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Figura 2.4. Resultados graficos de la DBO y del OD.
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en el primer y dltimo subintervalo y las diferencias estdan en los 4 subintervalos del tramo 2 que incluye los
subintervalos 2, 3, 4 y 5. Para estos 3 pardmetros cinéticos las restricciones de cotas fue el intervalo [0, 0,001]
en (1/seg) y los resultados se muestran en la Tabla 2.4 en (1/dia). El resultado de la tltima fila de dicha tabla
corresponde con el coeficiente Ky que no se calibra, sino que es la divisién de K3 entre K; y ademds representa
el rendimiento del oxigeno, es decir, los litros de oxigeno que hacen falta para degradar 1 litro de la DBO.
Posteriormente se efectuaron otras corridas convirtiendo el tramo 2 en 4 subintervalos y los resultados fueron
satisfactorios y similares a los obtenidos. También se efectué una corrida considerando cada parametro cinético,
K, Ky y K3, constante en todos los 6 intervalos de la regién obteniéndose los valores: Ky = 36,1 (1/dia),
Ky = 43,2 (1/dia) y K5 = 36,6 (1/dia), donde en este caso particular el valor de la funcién objetivo fue
Fopj = 6,2 x 107% (mg/1). Este resultado es muy importante ya que reduce el niimero total de los pardmetros
a calibrar en el algoritmo de optimizacién.

En las dos primeras filas de la Tabla 2.5 se observa que los valores calibrados de los 2 coeficientes de dispersion,
de las ecuaciones (1.1) y (1.2), practicamente son iguales y ademés muy préximos al valor de 10 m?/seg. Esto
hace pensar que para este ejemplo el coeficiente de dispersiéon es uno solo en ambas ecuaciones. Para ambos
coeficientes de dispersion las restricciones de cotas fue el intervalo [0,20] en m?/seg. Esto sugiri6 efectuar otras
corridas considerando fijo los coeficientes de dispersién al valor Dgp, = Dy, = 10 m?/seg en ambas ecuaciones y
los resultados fueron satisfactorios y muy similares a los obtenidos. Este resultado es muy importante también
ya que reduce el nimero total de los parametros a calibrar en el algoritmo de optimizacién.

En las dos tultimas filas de la Tabla 2.5 se observa que los valores de los pardmetros fuentes y/o sumideros
son bastantes pequenios y en algunos casos son nulos. Para los términos fuentes las restricciones de cotas fue el
intervalo [—10,10] en (mg/! seg). Esto sugiri6 efectuar otras corridas considerando fijo el valor de los términos
fuentes a los valores Wy, = Wy, = 0 en ambas ecuaciones, pero los resultados no fueron satisfactorios. Esto
demuestra la importancia de considerar la presencia de los dos términos fuentes, Wyp, v Wyo, en las dos
ecuaciones diferenciales (1.1) y (1.2). Por otro lado, es importante también puntualizar que esto nos dice que
los dos términos fuentes no se pueden considerar iguales, en ambas ecuaciones, ni tampoco constantes en toda
la malla como ocurrié con los dos coeficientes de dispersion.

De la calibracién se obtuvo que el valor de la funcién objetivo fue de Fpp; = 6,5 x 107¢ (mg/L) y los Méximos
Errores Absolutos de ambas variables incégnitas fueron MaxErrAbspgo = 1,3x107° (mg/L) y MaxErrAbspp =
3,8 x 1076 (mg/L). Estos resultados demuestran que el ajuste debido a la calibracién fue satisfactorio. Es bueno
recordar que solo se tomaron dos nodos para el proceso de la calibracion, que son los nodos 2 y 6, lo cual senala
que aun con pocos puntos de mediciones es posible poder calibrar los parametros y obtener un buen ajuste.
Las aproximaciones demuestran que las graficas son capaces de representar de forma satisfactoria el mismo
comportamiento que ocurre en la realidad. La linea roja que aparece en la grafica del OD representa el compor-
tamiento del oxigeno disuelto saturado ODg,; conforme a la variacién de las temperaturas segtin los subintervalos
de la malla. El valor de la funcién objetivo fue de Fpy; = 7,4552 x 10~¢ (mg/L), lo que conlleva a decir que el
algoritmo ha convergido a una solucién éptima.

KE) coNCLUSIONES

= El modelo numérico del MEF confeccionado demostré ser aplicable en rios o canales con régimen perma-
nente con o sin variacién espacial de los distintos parametros o coeficientes hidraulicos que intervienen,
con multiples tramos y con variaciones hidraulicas: caudal, velocidad, geometria y vertimientos. Permitié
incorporar la dispersién (D) y el termino fuente y/o sumidero (W) para representar las situaciones més
reales de la practica.

= Mediante el acoplamiento del MEF con un algoritmo de optimizacion en MATLAB como el fmincon, se
logro calibrar parametros del modelo incluso con datos limitados, como en el ejemplo real del rio Luyané.

= La aplicacién del modelo a un ejemplo real; evidencié su capacidad para ajustarse a datos observados o
medidos en el terreno. Los resultados mostraron una correlaciéon satisfactoria entre los valores simulados
y los medidos, validando la utilidad del modelo para predecir la evolucién de la DBO y el OD en cuerpos
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de agua superficiales.

2} RECOMENDACIONES

= Extender la aplicaciéon del modelo numérico desarrollado a muchos mas rios de Cuba y asi predecir las
posibles afectaciones en los rios, consecuencia de los vertimientos de contaminantes que afectan la calidad
de estos.

= Se recomienda desarrollar una version del modelo que considere variaciones temporales en régimen imper-
manente en dependencia de las campanas de mediciones.
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