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RESUMEN

En el presente trabajo se realiza una comparacién entre el modelo analitico y el modelo discreto
para el célculo de los tiempos de llenado y/o vaciado de los depdsitos en los sistemas fuente por
bombeo, para los tres esquemas de operacidn tipicos que se presentan en la practica. Ambas
metodologias de cdlculo se comparan para 22 variantes que abarcan las tres tipologias de disefio
y operacién en dichos sistemas, utilizando para este fin la herramienta MATLAB versién R2024b.
Se demuestra que los dos procedimientos arrojan valores aproximados en la mayoria de las
variantes para los tres casos de estudio, con la excepcion, de cuando el coeficiente caracteristico
de la conduccidn es cero. Haciendo un analisis de las ventajas y desventajas de ambos modelos, se
concluye que el método discreto, el cual representa exactamente el fendmeno hidraulico de la
simulacién temporal del proceso, es el procedimiento que brinda las soluciones mas precisas.
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Filing and/or emptying of reservoirs in pumped well systems.
Part [l

ABSTRACT

In this paper, a comparison is made between the analytical model and the discrete model for the
calculation of tank filling and/or emptying times in pumped source systems, for the three typical
operation schemes that are presented in practice. Both calculation methodologies are compared
for 22 variants covering the three typologies of design and operation in these systems, using for
this purpose the MATLAB tool version R2024b. It is shown that the two procedures yield
approximate values in most of the variants for the three cases of study, with the exception of when
the characteristic coefficient of the conduction is zero. Analyzing the advantages and
disadvantages of both models, it is concluded that the discrete method, which accurately
represents the hydraulic phenomenon of the temporal simulation of the process, is the procedure
that provides the most accurate solutions.
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La determinacidn de los tiempos de llenado y/o vaciado de los depdsitos en los sistemas fuente
por bombeo es un tema que ha sido poco abordado en la literatura. Martinez y Mardn (2023)
proponen dos metodologias de calculo con dos enfoques diferentes, uno analitico y otro discreto,
este Ultimo mediante dos procedimientos, en funcién de la altura y del tiempo, con el objetivo de
determinar el tiempo de llenado y/o vaciado de los depdsitos en este tipo de sistemas fuentes.

Ambas metodologias, se centran en la resolucion de un modelo de célculo discreto y analitico que
tienen en cuenta las principales variables hidraulicas que describen tres esquemas o casos de disefio
y operacion de los sistemas fuentes por bombeo. Los modelos de cdlculo se implementan en el
sistema de computo numérico MATLAB version R2024b para la comparacion de diferentes variantes
de los esquemas de disefio descritos. Ambos procedimientos matematicos se emplean en la
resolucién de ejemplos practicos donde se ilustran los tres casos de operacion para distintas variantes
y alternativas de célculo (Martinez y Marén 2024).

En el presente trabajo se utiliza la plataforma de programacion y cdlculo numérico MATLAB
version R2015a, para la comparacion de ambos modelos en la obtencién de los tiempos de llenado
y/o vaciado de los depdsitos en los sistemas fuente por bombeo para diferentes variantes de los
esquemas descritos. Se tienen en cuenta las principales variables hidraulicas que caracterizan los tres
casos de disefio y operacidon con amplia presencia en la practica de los sistemas fuentes por bombeo.
Estos pueden ser descritos a partir de un esquema de disefo tipico (esquematizado segun la direccién
del flujo): fuente de abasto (depdsito de succidn de seccion regular uniforme) = tuberia(s) de succién
(valvulas, accesorios, etc. se incluyen mediante su longitud equivalente caracteristica) - estaciones
de bombeo (bomba(s) de iguales o diferentes caracteristicas hidrdulicas) - tuberia(s) de impulsién
(valvulas, accesorios, etc. se incluyen mediante su longitud equivalente caracteristica) - depdsito de
descarga (regulacién o de compensacién de seccidn regular uniforme con entrada libre y/o forzada
con cota de entrega fija) (Martinez 2011).

Debido a que este tema no ha sido abordado con profundidad en la literatura, y debido al gran
interés que presenta en el anadlisis y simulacion de los sistemas fuente por bombeo, la determinacién
de los tiempos de llenado y/o vaciado de los depdsitos en los sistemas fuentes por bombeo, es que
se ha decidido abordar en este trabajo la resolucién de ambos modelos y su comparacién para
diferentes escenarios de operacion.

A partir de un esquema tipico de disefio definido, se pueden describir cuatro casos de estudio, los
cuales mantienen la misma tipologia de disefio, variando solamente las condiciones hidraulicas y de
operacion de dichas instalaciones. Para los objetivos que se pretenden exponer en este trabajo, el
desarrollo de las metodologias de calculo analitico y discreto se realiza solamente para los casos 2, 3
vy 4, yaque el caso 1, al mantenerse constante el gasto de bombeo en el tiempo, este puede obtenerse
mediante la ecuacion de aforo volumétrico (Martinez y Mardn 2023).

METODOLOGIAS DE CALCULO PARA LA DETERMINACION DE LOS
TIEMPOS DE LLENADO Y/O VACIADO DE LOS DEPOSITOS EN LOS SISTEMAS
FUENTE POR BOMBEO

ALGORITMO DEL MODELO DISCRETO PARA LOS TRES CASOS DE ESTUDIO
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e Modelo discreto en funcion de la altura
El proceso de simulacidn consiste de los siguientes pasos (Martinez y Mardn 2023) (Ballart 2018):

1. Para el instante to (instante inicial de la simulacion) se parte como conocidos los siguientes
datos del sistema: informacidn reolédgica (deben garantizarse que no cambian en el tiempo),
caracteristicas hidraulicas de las bombas rotodinamicas (en especial el polinomio representativo de
la curva H vs. Q), materiales de las tuberias, didmetros, presién nominal de disefio y rugosidades
absolutas, niveles de agua en los depdsitos de succién y descarga, consumos en los nudos de unién
(si existieren), nimeros de tuberias que convergen o salen de los nudos y depésitos, asi como la
ecuacion del area en planta del tanque en funcién de la altura del tanque (si los depdsitos tienen
tipologia prismaticas o circulares, esta expresiéon es una constante igual al area en planta de los
depdsitos)

2. Para tp se determinan las condiciones de equilibrio hidraulico utilizando las ecuaciones bdsicas
de Continuidad y de Bernoulli en régimen permanente, lo que permite el calculo del caudal, Qo en el
sistema y las cargas a presion en los nudos (si existieren). Para los depdsitos, la solucién anterior
permite obtener los caudales de entrada y/o salida (llenado y/o vaciado). Para el instante inicial, to la
secuencia de calculo seria:

A partir de la ecuacién de Bernoulli aplicada para el instante inicial, to se obtiene:
Z,+Hy=2Z,+hf,=2,+K,0) (1)

Donde: Zs: cota topografica del nivel del agua en el depdsito de succidn para to, (m); Hgo: carga
que desarrolla la bomba para el caudal entregado en el instante inicial, Qo, (m); Z:o: cota topografica
del nivel del agua en el depdsito de descarga para to, (m); hfso: pérdidas de carga que se producen en
el sistema de tuberias para Qo, (M) y Kn: coeficiente caracteristico de la conduccidn, (s2/m®).

Introduciendo en la expresién (1) el polinomio representativo de la curva caracteristica Hgvs. Q, y
calculdandose las pérdidas de carga a partir de la ecuacidn de Darcy-Weisbach, se obtiene:

ZS0+AiBQ0—CQOZ :Zt0+thW0 :Zt0+KDW0Q02 (2)

2 Leq 2
Wpw = KpyQ™ =0,0826 f EQ (3)

Doénde: hfpw: pérdidas de carga en la conduccién obtenidas por la férmula de Darcy-Weisbach,
(m); hfowo: pérdidas de carga en la conduccién obtenidas por la formula de Darcy-Weisbach para el
instante to, (m); f: coeficiente de friccion de la tuberia determinado por la formula de Swamee-Jain,
(adim.); Leg: longitud equivalente del sistema, (m); D: didmetro interior de la tuberia, (m); Q: caudal
de circulacién, (m3/s); Kow: coeficiente caracteristico de la conduccidn, (s2/m®); Kowo: coeficiente
caracteristico de la conducciéon para el instante to, (s?/m>); A: coeficiente del polinomio
representativo de la curva H vs. Q que define el valor de la carga que desarrolla la bomba para caudal
cero, (m); B: coeficiente del polinomio caracteristico de la curva H vs. Q que depende de la geometria
del disefio de la bomba, (s/m?) y C: coeficiente del polinomio especifico de la curva H vs. Q que estd
en funcidn de las pérdidas de carga en el interior de la bomba, (s2/m?®).
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Donde: f: coeficiente de friccion de la tuberia, (adim.); €: rugosidad absoluta asociada al material
de la tuberia, (m); D: diametro interior de la tuberia, (m) y N&: nimero de Reynolds que caracteriza
el flujo en la conduccién, (adim.).
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Donde: Ng: numero de Reynolds que caracteriza el flujo en la conduccidn, (adim.); v: velocidad
media de circulacién en la tuberia, (m/s); D: didmetro interior de la tuberia, (m); v: viscosidad
cinematica del fluido, (m?/s) y Q: caudal de circulacién en la conduccién, (m3/s).

Introduciendo la expresion (3) en la (2), y resolviendo la ecuacién de segundo orden resultante
por el Teorema de Cardano-Vieta, se obtiene la siguiente expresion para el caso del instante inicial:

—(FB)+y(F BY — 4Ky, +CNZ,y—A-27,,)
Qo = (6)
2K,y +C)

El valor de Kpwo correspondiente para tp depende del valor de fy, lo cual deriva en un proceso
iterativo en funcién de f:

2.1. Suponer un valor de fo

2.2. Calcular Kpwo a través de la expresion (3)

2.3. Calcular Qo por la ecuacion (6)

2.4. Calcular el valor de fp a partir de Qp obtenido en el paso anterior

2.5. Comparar el valor de foc con el valor supuesto en el primer paso, teniendo en cuenta un error
relativo de parada, &< 1%. Si esta condicidn no se cumple debe repetirse la rutina de calculo
hasta garantizar su consecucién

3. Una vez obtenido el valor de Qo se procede con un proceso de discretizacidon en funcién de
Ah. Los valores de Ah pueden asumirse constantes o variables a lo largo de la altura del depdsito,
siendo la primera opcién la mas adecuada para depdsitos de seccion regular prismatica. Como se ha
apuntado anteriormente, mientras mdas pequefios sean los valores de Ah, se podrdn obtener
resultados numéricos mas precisos. En este paso se procede a asumir el primer valor de h, h; siendo
vélido recordar que: H: y/o Hc (segun sea el caso) queda definido como la sumatoria de los diferentes
intervalos h (ho = 0 (depdsito de descarga vacio o depdsito de succion lleno) para el instante inicial to
=0), sean iguales o diferentes, segun la siguiente expresion:

S hi=h+h+h+..+h=H,_  (7)

i=1

4. Con el valor de h; se procede a calcular el volumen correspondiente a esa primera dovela
atendiendo a la figura 1, como: V; = A-h1. Es evidente que la sumatoria de los diferentes volimenes
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serd el volumen del depdsito. El valor de h; se utilizard también para calcular la nueva cota Zy
correspondiente a la cota topografica del nivel del agua en el depdsito de descarga para el tiempo t;
como: Ziy = Zio + hs

5. Con estas dos variables definidas (V1 y Z:), se pasard a repetir el paso 2 ahora para el calculo
de Qi, donde quedaran definidos en el proceso f1y Kow:

6. Con ambos valores de gastos, Qo y Q1 se procede a determinar el caudal medio, Qm1 que entra
o sale de los depdsitos en el intervalo de tp a t;, correspondiente a esa primera dovela

I" \\\
n.—s\—/

he!

Figura 1. Esquemas de dos tipologias tipicas de depdsitos de seccién regular.

7. Por ultimo, con Qm: y el Vi se calcula el t; mediante la ecuacién de aforo volumétrico:
V v,
O=—=t=—"L(8)
4 Qm]

Dénde: Q: caudal de llenado o vaciado de un depésito mediante bombeo, (m3/s); V: capacidad
volumétrica de un depdsito, (m3) y t: tiempo de llenado del depdsito, (s).

8. Repetir el procedimiento para nuevos valores de h en el depdsito para determinar los
respectivos valores de tiempo de llenado o vaciado de cada dovela diferencial, t segln sea el caso. El
tiempo de llenado, ty o de vaciado, t, de un depdsito total o parcial, se calculara a través de la
siguiente sumatoria de los tiempos de llenado o vaciado de cada dovela segun la ecuacién (9). Debe
entenderse que a medida que el depdsito de descarga o de aspiracién se vaya llenando o vaciando,
respectivamente, cada tiempo de llenado o vaciado de las dovelas va reduciendo su valor, o sea, se
cumple que: t; >ty > t3> ... > ty.
n
Dti=t+t,+t+ o+t =1, (9)
i=1
Para la aplicacién del método del modelo discreto en funcién de la altura, se deben tener en
cuenta varias particularidades que responden a cada caso. En este sentido, los casos 2 y 3 se pueden
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considerar homdlogos desde el punto de vista hidrdulico. Atendiendo a esto, la ecuaciéon (6) queda
configurada para las n dovelas del depésito, para ambos casos, como:

= ~(FB)+ \/(“_L B) —4(KDW(i+1) N+ By _A_Zs)
H] 2(KDW(i+1) + C)

(Caso 2) (10.a)

- ($ B)+ \/($ B)2 - 4(KDW(i+1) + CXZt -4 _Zsi + hc(i+1))

(Caso3) (10.b)
Z(KDW(HI) + C)

Qi+1 =

Es importante recordar que en el caso 2, el nivel del agua en el depdsito de succidon se mantiene
constante, Zs, mientras que en el caso 3 esto es una condicién establecida para el depdsito de
descarga, Z:. En ambas ecuaciones, h: y hc se toman como las variaciones del nivel del agua definidas
para los depdsitos de descarga (Caso 2) y succion (Caso 3) respectivamente.

El Caso 4 se puede tomar como el caso general de este tipo de problemas. Como se ha descrito
arriba, y atendiendo a la singularidad del mismo, se deduce que existe una relaciéon entre los
volumenes de los depdsitos de aspiracién, V. y descarga, V;, tal que: V¢ = V4, a partir de considerar
gue no existen aportes ni salidas de volumenes al sistema. Teniendo en cuenta ese principio, se
obtienen las siguientes formulaciones:

hcAc zhtAT hc :hti;ht :hci RA :ih :h
4, 4, 4

4 4

Aoh=-nL
AC

Donde: hc: variacion de nivel en el depdsito de succidn, (m); Ac: drea de la seccidn en planta del
depdsito de succién, (m?); he: variacién de nivel en el depésito de descarga, (m); As: drea de la seccidn
en planta del depdsito de descarga, (m?) y Ra: relacién de dreas de los depdsitos, (adim.)

Introduciendo en la ecuacion (10) las relaciones descritas en la expresidon (11) se obtienen las
siguientes expresiones:

_ _($ B)"’\/($ B)Z _4(KDW(i+1) +CON+ iy — A= 2, +hc(f+1))

= (12.a)
! Z(KDW(i+1) + C)
—(FB)+ \/(J-r B) —4(KDW(H, + C{Zﬁ +h )(1+ R]] -4 —ZSZ.J
Q.= = (12.b)
! Z(KDW(HI) + C)
_ _(1 B)"' \/(1 B)2 _4(KDW(1'+1) + CXZn' +ht(i+1)(]+RA)_A_Zsi) (12.c)

Qo 2K,y +C)

e Modelo discreto en funcién del tiempo
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El procedimiento analitico esta estructurado por los siguientes pasos, de los cuales, los dos
primeros, son los mismos para ambos métodos de calculo, por lo cual se comienza desde el 3er paso
(Martinez y Mardén 2023) (Ballart 2018):

3. Una vez obtenido el valor de Qp se procede con un proceso de discretizacién en funcién de At.
Es recomendable asumir valores constantes de At, sobre todo si se trata de depdsitos de seccién
regular prismatica. Al igual que en el caso del modelo de solucién anterior, mientras mas pequefios
sean los valores de At (discretizacion mas fina), se podran obtener resultados numéricos mas
precisos. En este paso se adopta el concepto definido a través de la ecuacidn (9), asumiendo que,
para el instante inicial, to= 0.

4, A partir de introducir las siguientes relaciones (ecuacidn 13) en la expresioén (2) para el calculo
del caudal en el instante ti;1, se obtiene la férmula (14) para los Casos 2 y 3:

po A Ot (00, 1, A Ot 040k, !

- ’

‘4 4 a 24 4 4 b 24

c

(13)

Z,+A+BQ, - CQi2+1 =Z;+ (Q, +0,, )at + KDW(i+1)QiJ (Caso 2) (14.a)

Z;— (Qz + Qi+1)bt +AxBQ,, - CQ12+1 =Z + KDW([+1)Q1'2+1 (Caso 3) (14.b)

Tomando como referencia esta ultima ecuacion, las soluciones para ambos casos para un tiempo
t se determinan como:

(@t FB)+J(arF BY ~ 4K 1., + CNZ, + Qpat ~ Z, - A)
0., = 2(K +C) (Caso2) (15.a)
DW(i+l)

—(btF B)++/(bt ¥ BY —4\K .., +CNZ +Qbt—Z,— 4
M AL )2(K( :C)x M) s
DW(i+l)

Como parte del proceso de computo de los caudales Qi+, se calcularan los respectivos coeficientes
de friccidn, fi.1 y Kowi+1) segun lo apuntado en el paso 2.

5. Una vez que se calcule un gasto, se trabajara con las relaciones definidas en la ecuacién (13)
en funcién del caso que se trate para determinar h: o h. para cada intervalo de tiempo, t
6. Se repetira este proceso hasta lograr completar la altura util del depdsito que se evalua segun

el caso (llenado: Caso 2 y vaciado: Caso 3) atendiendo al concepto de la ecuacién (7).
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A partir del significado que enuncia la expresion (11) y las relaciones a y b de la ecuacidn (13), se
adapta la expresion (15) en funcidn de la variable de referencia de medicion, hc o h:, obteniéndose
para el Caso 4:

~(NeFB)+|(NeTBY —4(K py 1), + CNZ,y + QNE—Z,, — A) _
Q1 = K 2 C) (he: f(he))  (16.)
DW(i+l)

— (M7 B)+ (Mt BY ~4(K 1, + CNZ,y + QMi~Z,, — A)

2(KDW(1'+1) +C) (he: f(h))  (16.b)

Qz‘+1 =

N=a(I+R )M = b(Ri + 1] (16.c)

a

e Algoritmo del modelo analitico para los tres casos de estudio

El modelo analitico consiste en, a partir de la ecuacién de Continuidad, obtener mediante
integraciones el tiempo de llenado y/o vaciado de los depdsitos en diferentes casos de estudio. Este
método, al contrario del discreto, proporciona una solucién directa sin iteraciones para los tres casos
de esquema de operacién (Ballart 2018) (Martinez y Mardn 2024). Se trabaja a partir de los datos
fundamentales del sistema fuente por bombeo: drea en planta A: (m?) del depdsito de descarga y/o
succion, polinomio representativo de la curva H vs. Q, diametro de la conduccién, D., rugosidad
absoluta o relativa de la tuberia, y longitud equivalente del sistema de tuberias, L..

Caso 2

Como es conocido para este esquema de operacion, la cota de succién, Zs no varia con el tiempo.
La ecuacion de referencia para calcular el tiempo de llenado, t; del tanque de descarga, en alcanzar
una determinada altura, h es:

ty = A([\Ja + bh, + Bin|Ja + bh, — B|| = [/, + BIn|\/a, — B|])  (17)

Siendo en este caso las variables auxiliares definidas como: a = B- 4(C - K)(A - Zip +Zg); b =4(C-K)
Y dg = B2~ 4(C- Ko)(A - Zyp + Z,).

Como caso particular, se tiene la situacion cuando el coeficiente caracteristico B, de la curva carga-
capacidad toma un valor cero. Esto sucede para bombas rotodindmicas con una velocidad especifica,
Ng entre 53 a 57 (Martinez 2011). Para esta particularidad, la expresién para calcular el tiempo de
llenado, ty, es:

t=2A(/Ko-C/A-Zio+Z;- VK-C/A-Z,p+Z;-h,)  (18)
Caso 3

En este caso el nivel de la descarga en el depdsito de descarga, Z; serd constante a medida que, el
nivel de agua de la cisterna o depdsito de succién, Zs baja a medida que pasa el tiempo por la
extraccion de agua. Para este caso, lo que se pretende calcular es el tiempo en cual se vacia el
carcamo de bombeo, t, independientemente de que nivel de llenado alcance el depdsito de descarga.
Matematicamente, esta variante de operacién es andloga al Caso 2. De esta forma la expresion
general para determinar el tiempo de vaciado, t,, quedaria como:
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t, = Ac([yJa+ Bhe+Binl o+ Bhe8]] -[/ao + BinlJags[]) (19

Para este caso, las variables complementarias definidas son: a = B?- 4(C - K)(A - Zi +Zp); b =4(CK)
y ap = B%-4(C-Ko)(A-Z, +Zyp).

Para el caso particular de cuando el coeficiente B es cero, se procede de igual forma que para el
Caso 2, obteniéndose la ecuacion:

t,=2A(\Ko-C\JA-Z,+Zo-VK-CJA-Z,+Z4-h,)  (20)
Caso 4

El funcionamiento hidraulico-matematico de este caso son la conjuncién de los casos 2 y 3. Para
este esquema, a medida que se llena el depdsito de descarga, se va vaciando el de succidon. A partir
de esta definicidn, se plantea la igualdad: V: = V¢, donde el volumen extraido de la cisterna termina
bombeado hacia el tanque de descarga, lo cual conduce a: Achc = Ath:. A partir de esta igualdad de
conservacion de la masa en el tiempo, se pueden obtener dos expresiones, las cuales, pueden ser
usadas indistintamente en este caso, en funcidn de lo que se pretenda calcular:

ty= %([v a+bMh, + Bin|\/a + bMh, - B|]—[\/a_0 * Bl”l\/a‘ Bl]) (1)

Siendo en este caso las variables auxiliares definidas como: a = B%- 4(C - K)(A - Zio +Zy); b =4(C-K);
Gp = B7-4(C- Ko)(A - Zio + Zig) yM = 1 + 2

Para la variante particular de B = 0, la expresion resultante es:

t, = (%t) (VKo -CJA-Z1p+ 250 -VK-CJA-Z1p+Z5- Mh,)  (22)

APLICACION DE LOS MODELOS DE CALCULO ANALITICO Y DISCRETO
PARA LOS TRES CASOS DE ESTUDIO.

Se aplicardn los algoritmos de calculo en sus dos modelos, analitico y discreto (procedimiento en
funcién de la altura) para los Casos 2, 3 y 4 para la resolucién de ejemplos practicos para los tres tipos
de instalaciones de los esquemas descritos. Los datos de estas variantes se muestran en la tabla 1
que consta de 22 variantes de cdlculo. Para la confeccidn de estas variantes, se deciden probar todas
las formas posibles que se pueden presentar en dichos esquemas:

e Los coeficientes caracteristicos de la conduccidn y del polinomio representativo de la curva
caracteristica de carga-capacidad de la bomba rotodinamica, Ky B, respectivamente, toman
valores distinto cero. Estos son los casos que representan la gran mayoria de los casos

e Lasalternativas de K# 0y B =0, lo cual significa que la bomba rotodindmica cuenta con una
curva H-Q modificada debido a un disefio especial, o producto de su disefio estandar o de
este con modificaciones

e Las variantes donde K =0y B # 0, para aquellos casos donde trabajaran las bombas con
sistemas estaticos puros (AZ # 0y hf=0)
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e Aquellas alternativas donde K =0y B =0, que se ven reflejados en la minoria de los casos de
la practica ingenieril.

A continuacidn, se explica cada variable: gasto de disefio de la bomba rotodindmica, Q, carga de
diseino de la bomba, Hg; velocidad especifica de la bomba rotodinamica, Ng; didametro interior de las
tuberias de succién y de descarga; variacidon de nivel del agua entre los depdsitos de succion y
descarga, AZ; nivel inicial del agua para el instante t = 0 en el depdsito de descarga, Zsw; nivel inicial
del agua para el instante t = 0 en el depdsito de succion, Zso; nivel maximo del agua en el depdsito de
descarga, Z:; Longitud equivalente del sistema de tuberias (succion y descarga), L. y coeficientes
caracteristicos del polinomio representativo de la curva H vs. Q de la bomba rotodinamica, A, By C.

Tabla 1. Datos de los esquemas de operacidon y bombas rotodinamicas asociadas.

Nq
o | Qi | Ha P 02 |Zo |Zo |% |l |A B ¢
o | (L/5) [(m) rfjj;" (m) (M) M)y fm) [ m) ()] (o)

1 60 | 80,00| 16,0 | 0,2776 | 25,0 | 12,50| 37,50| 42,50|12849| 83,14 | 387,49 | -7331,64

2 60 | 80,00| 16,0 | 0,2776 | 40,0 | 12,50| 52,50| 57,50| 9345 | 83,14 | 387,49 | -7331,64

3 80 | 58,00| 23,6 | 0,2849 | 25,0 | 12,50( 37,50 | 42,50 | 9343 | 63,65 | 169,50 | -3002,29

4 80 | 58,00| 23,6 | 0,2849 | 29,0 | 12,50| 41,50| 46,50 | 8210 | 63,65 | 169,50 | -3002,29

5 100 | 47,00( 30,8 | 0,3276 | 25,0 | 12,50 37,50 42,50| 7074 | 54,23 | 84,05 | -1563,25

6 100 | 47,00 30,8 | 0,3276 | 23,5 | 12,50| 36,00 | 41,00| 7556 | 54,23 | 84,05 | -1563,25

7 120 | 40,00 38,1 | 0,3691 | 25,0 | 12,50| 37,50 42,50 | 5346 | 48,40 | 41,28 | -927,57

8 120 | 40,00( 38,1 | 0,3691 | 20,0 | 12,50 32,50 37,50| 7128 | 48,40 | 41,28 | -927,57

9 140 | 35,00( 45,5 | 0,377 | 25,0 | 12,50 37,50 42,50| 3943 | 44,35 | 17,01 | -598,69

10 | 140 35,00| 45,5 | 0,377 17,5 | 12,50| 30,00| 35,00 | 6899 | 44,35 | 17,01 | -598,69

11 | 160 | 32,00| 52,0 | 0,4241 | 25,0 | 12,50( 37,50| 42,50| 2960 | 42,17 | 3,75 -420,56

12 | 160 | 32,00| 52,0 | 0,4241 | 16,0 | 12,50( 28,50| 33,50| 6765 | 42,17 | 3,75 -420,56

13 | 170 | 31,30| 54,5 | 0,4241 | 25,0 | 12,50 37,50| 42,50| 2775 | 41,85 | 0,00 -364,98

14 | 170 | 31,30| 54,5 | 0,4241 | 15,6 | 12,50( 28,15]| 33,15| 6846 | 41,85 | 0,00 -364,98

15 | 180 | 29,00| 59,4 | 0,4241 | 25,0 | 12,50 37,50| 42,50| 1832 | 39,87 | -5,96 -302,34

16 | 180 | 29,00| 59,4 | 0,4241 | 14,5 | 12,50| 27,00 | 32,00 | 6640 | 39,87 | -5,96 -302,34

17 | 200 | 28,00| 64,3 | 0,469 | 25,0 | 12,50 37,50| 42,50| 1450 | 39,55 | -10,34 | -237,07

18 | 200 | 28,00| 64,3 | 0,469 14,0 | 12,50| 26,50| 31,50 | 6765 | 39,55 | -10,34 | -237,07

19 | 220 | 27,00| 69,3 | 0,469 | 25,0 | 12,50 37,50| 42,50| 1031 | 39,18 | -13,70 | -189,43

20 | 220 27,00| 69,3 | 0,469 | 13,5 | 12,50| 26,00 31,00| 6957 | 39,18 | -13,70 | -189,43
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Nq
Ngv Qd Hd . D AZ Zso Zto Zt Le A B ¢
ar. (L/s) | (m) r§1a;jl (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (s/m?) (s2/m?)

21 | 240 26,00| 74,5 | 0,5252 | 25,0 | 12,50| 37,50| 42,50| 536 | 38,77 | -16,32 | -153,70

22 | 240 26,00| 74,5 | 0,5252 | 13,0 | 12,50| 25,50 30,50 | 6968 | 38,77 | -16,32 | -153,70

Ademas de esta informacién se declara que los depdsitos de succidn y descarga tienen una seccion
de disefio prismética y regular, siendo sus areas en planta: Ac = 1054,00 m? y At = 527, 00 m?,
respectivamente. Las alturas utiles en ambos depésitos son: hc =2,50 my h; = 5,00 m para la cisterna
y el tanque de descarga, respectivamente; mientras que los volumenes Utiles para ambos reservorios
son de V.= V;=2635,00 m3.

Para el analisis de los tres casos de esquemas de operacién, se tomardn como muestras las
variantes 1, 2,13, 14, 17, 18, 21y 22 que abarcan todo el espectro del rango de operacion. En la tabla
2 se presentan los resultados de los modelos analitico y discreto para el Caso 2 con una bomba. Se
sefiala que para estas variantes se incluye en el analisis, la variacion de la pendiente de la curva H vs.
Q, P, obtenida a partir de la ecuacion (23) (Sterling SIHI 2003).

Ho - Hg

P = (23)

Hq

Donde: P: pendiente de la curva caracteristica H vs. Q, (adim.); Ho: carga de la bomba para caudal
cero o valvula cerrada, (m) y Hq: carga de disefio de la bomba, (m).

Tabla 2. Resultados de los tiempos de llenado, tll, referentes del Caso 2 con una bomba.

N Pendiente Caso 2
Variantes “ | curvaHvs. Q | Afternativas| Tiempos de llenado (min.)
(adim.) | Errore (%)
(adim.) Analitico Discreto
1 K#0;B#0 592,78 619,18 4,264
23,6 0,0974
1 K=0;B#0 373,94 373,94 0,000
2 Kz20;B%0 611,87 633,54 3,420
23,6 0,0974
2 K=0;B#0 416,65 416,65 0,000
13 K#0;B=0 272,53 282,19 3,423
54,5 0,3371
13 K=0;B=0 222,33 222,33 0,000
14 K#0;B=0 257,77 272,77 5,499
54,5 0,3371
14 K=0;B=0 172,58 172,58 0,000
17 K#0;B#0 237,47 242,78 2,183
64,3 0,4125
17 K=0;B#0 215,92 215,92 0,000
18 64,3 0,4125 K#0;B#0 214,30 226,66 5,453
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N Pendiente Caso 2
Variantes “ | curvaHvs. Q | Ajternativas| Tiempos de llenado (min.)
(adim.) | Erroree. (%)
(adim.) Analitico Discreto
18 K=0;B#0 151,29 151,29 0,000
21 K#0;B#0 204,27 206,12 0,897
74,5 0,4911
21 K=0;B#0 198,72 198,72 0,000
22 K#0;B#0 174,14 183,95 5.333
74,5 0,4911
22 K=0;B#0 129,54 129,54 0,000

En la figura 1 se observa el comportamiento de la variante 17 (error medio de todas las variantes)
para la alternativa K # 0 y B # 0 (mayor error de las dos alternativas posibles) de los tiempos de
llenado, H:vs. ti. En la tabla 3 se muestran los resultados de los tiempos de vaciado, t, para el Caso 3
bajo el mismo analisis realizado para el Caso 2. En la figura 2 se puede apreciar el comportamiento
de la variante 17 (error medio de todas las variantes) para la alternativa K# 0y B # 0 (mayor error de
las dos alternativas posibles) de los tiempos de llenado, Hcvs. t..

Tabla 3. Resultados de los tiempos de vaciado, tv, referentes del Caso 3 con una bomba.

N Pendiente Caso 3
Variantes “ |curvaHvs. Q| Ajernativas| Tiempos de llenado (min.) Error
dim.
(adim.) (adim.) Analitico Discreto (%)
1 K#0;B#0 610,57 637,73 4,259
23,6 0,0974
1 K=0;B#0 383,21 383,21 0,000
2 K#0;B#0 635,67 658,06 3,402
23,6 0,0974
2 K=0;B#0 430,07 430,07 0,000
13 K#0;B=0 317,67 329,35 3,546
54,5 0,3371
13 K=0;B=0 258,15 258,15 0,000
14 K#0;B=0 281,74 298,43 5,593
54,5 0,3371
14 K=0;B=0 187,93 187,93 0,000
17 K#0;B#0 290,92 297,88 2,336
64,3 0,4125
17 K=0;B#0 264,56 264,56 0,000
18 K#0;B%0 235,71 249,64 5,580
64,3 0,4125
18 K=0;B=20 166,23 166,23 0,000
21 K#0;B#0 259,82 262,40 0,983
74,5 0,4911
21 K=0;B#0 253,08 253,08 0,000
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N Pendiente Caso 3
Variantes “ |curvaHvs. Q| Ajternativas| Tiempos de llenado (min.) Error
adim.
( ) (adim.) Analitico Discreto (%)
22 K#0;B#0 192,05 203,17 5,473
74,5 0,4911
22 K=0;B%0 143,04 143,04 0,000
Grafica de Ht vs tLL {rojo analitico) {azul discreto)
250
200 =
E
??ﬁ 160 |
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o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Alturas en el tanque (m)
Figura 2. Grafica Ht vs. tll. de la variante 17, alternativa K# 0y B # 0 para el Caso 2.
En la tabla 4 se exponen los resultados de los tiempos de llenado, t, o vaciado, t,, mas indicativos
del Caso 4, al igual que se procedid en los casos anteriores. En la figura 3 se observa el

comportamiento de la variante 9 (error medio de todas las variantes) para la alternativa K#0y B# 0
(mayor error de las cuatro alternativas posibles) de los tiempos de llenado, H:vs. tj o t..

Tabla 4. Resultados de los tiempos de llenado, tll, o vaciado, tv, referentes del Caso 4 con una bomba.

N Pendiente Caso 4
Variantes 7 curva Hvs. Q | Ajternativas Tiempos de llenado (min.) Error
adim.
( ) (adim.) Analitico Discreto (%)
1 K#0;B#0 551,66 583,26 5,418
23,6 0,0974
1 K=0;B#0 393,09 393,09 0,000
2 K#0;B%0 553,68 583,27 5,073
23,6 0,0974
2 K=0;B=#0 416,04 416,04 0,000
13 K#0;B=0 265,31 259,42 2,270
54,5 0,3371
13 K=0;B=0 211,85 211,85 0,000

INGENIERIA HIDRAULICA AMBIENTAL VOL. XLV NO. 01 (ENE-MAR 2024) ISSN 2788-6050, RNPS 2066



Yaset Martinez Valdés, David Ernesto Marén Dominguez

N Pendiente Caso 4
Variantes 7 curvaHvs. Q | Ajternativas Tiempos de llenado (min.) Error
adim.
( ) (adim.) Analitico Discreto (%)
14 K#20;B=0 256,37 258,65 0,882
54,5 0,3371
14 K=0;B=0 167,12 167,12 0,000
17 K#20;B20 226,22 231,20 2,154
64,3 0,4125
17 K=0;B#0 184,80 184,80 0,000
18 K#0;B#0 208,62 220,58 5,422
64,3 0,4125
18 K=0;B#0 136,22 136,22 0,000
21 K#0;B#0 193,29 195,00 0,877
74,5 0,4911
21 K=0;B%#0 152,98 152,98 0,000
22 K#0;B#0 169,41 178,88 5,294
74,5 0,4911
22 K=0;B#0 108,93 108,93 0,000
s Grafica de Ht vs tV(rojo analitico) (azul discreto)
250 P

:

Tiempos de vaciado (min.)
g 3

S50

o : : :
o 0.5 1 1.5 2 25

Alturas en el tanque (M)

Figura 3. Grafica Hc vs. tv. de la variante 17, alternativa K# 0y B # 0 para el Caso 3.

De estos resultados se pueden generalizar algunas cuestiones relevantes. Para todos los casos,
para las dos primeras alternativas: Kz0yBz0yK#0y B=0, los valores de los tiempos de llenado
y/o vaciado en el modelo discreto son mayores que los del modelo analitico, siendo en las dos ultimas
alternativas: K=0yB#0,K=0yB=0, iguales los tiempos de llenado y/o vaciado para ambos modelos
de calculo. Los errores relativos en forma modular entre ambos procedimientos, de forma general,
van disminuyendo a medida que aumenta la velocidad especifica y son cero como se han apuntado
para las alternativas: K=0yB#0,K=0yB=0.
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Este fendmeno sucede para ambas alternativas para todas las variantes. En este sentido, se puede
sacar como conclusién que, el principal pardmetro que afecta en los casos de operacidn para lograr
coincidencia en ambos modelos es K, siendo la variable B no tan influyente en los resultados. Se
puede apreciar en las graficas de la figura 4 que, el comportamiento analitico de estas funciones es
casi lineal, aunque las ecuaciones resultantes para los tres casos son andlogos a funciones
polinomiales irracionales.

Grafica de Ht vs tLLItV (rojo analitico) (azul discreto)

:

2

=&

=}

L
T

Tiempos de llenado y vaciado (min.)
=

=R

0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Alturas en el tangue (m)

Figura 4. Grafica Ht vs. tll o tv, de la variante 17, alternativa K# 0y B # 0 para el Caso 4.

Realizando un analisis de la variable K se puede apreciar que, a medida que este valor disminuye,
los errores entre ambos modelos tienen el mismo comportamiento. Auxilidandonos de la ecuacion (3),
para lograr que el coeficiente caracteristico de la conduccion disminuya, deben reducirse los valores
de f, L, aumentarse el diametro, o la combinacién de ambas situaciones. En la practica, dado que el
trazado de la conduccidon queda establecido, y, por lo tanto, la longitud de la tuberia, solo serian
plausibles las opciones de modificar f y D. No obstante, como es conocido, un incremento del
didametro, con una rugosidad absoluta ya definida en funcidn del material elegido para la conductora,
apunta directamente a una disminucién de fy viceversa.

Por otro lado, a medida que aumenta Ng, lo hace en igual sentido la pendiente de la curva carga-
capacidad, P. Una mayor pendiente, significa que el intervalo de gasto a recorrer durante el llenado
y/o vaciado de los depdsitos, AQ para una altura del depdsito dado, h: o h. serd menor y viceversa.
Debido a eso es que, para velocidades especificas mas grandes, para iguales condiciones de
instalacidn, el error entre ambos métodos es menor. Todo esto conduce a la hipdtesis comprobada
de que la fuente de error en el calculo del tiempo por ambos modelos, para los tres casos, reside en
la variable K. Resulta que ella misma depende del gasto que se quiere integrar como funcidn de la
altura, dh en el método analitico, siendo la expresion resultante una funcién implicita de Q.

Por eso, cuando se elimina K en el analisis, se prescinde de ese error y se da la total coincidencia
entre ambos modelos. Realizando un andlisis de las ventajas y desventajas de los dos modelos, se
finiquita que el método discreto, el cual representa fielmente el fenémeno hidraulico del proceso, es
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el procedimiento que brinda las soluciones mas precisas, aunque reconociendo que, aunque el
método analitico es un procedimiento aproximado, resulta ser mas sencillo que el discreto.

Como se ha apuntado anteriormente, esta es una linea de investigacidon poco estudiada en la
literatura cientifica, lo cual lo hace un area tematica aun abierta a investigaciones. Retomando la
linea de investigacion abordada en los dos articulos anteriores realizado por los autores, el objetivo
de este trabajo se centré en realizar una mirada comparativa del modelo analitico y el discreto para
el calculo de los tiempos de llenado y/o vaciado de los depdsitos en los sistemas fuente por bombeo
para los tres esquemas de operacién mediante la herramienta MATLAB versidon R2015a.

Ambas metodologias de calculo se aplican a 22 variantes de aplicacién practica. Se demostré que
los dos procedimientos arrojan valores aproximados en la mayoria de las variantes para los tres casos
de estudio. Solo en aquellas variantes donde el coeficiente de conduccidn de la conductora es cero,
coinciden ambos modelos para todos los casos. Haciendo un analisis de las ventajas y desventajas de
ambos modelos, se concluye que el método discreto, el cual representa exactamente la hidraulica
del proceso es el procedimiento que brinda las soluciones mas precisas.

A tono con esto, se plantea que el método analitico es un procedimiento aproximado, aunque mds
sencillo que el discreto. Solo para el caso de cuando K = 0, se podrdn usar cualquiera de ambos
modelos. Se ratifica que ambas metodologias son de gran utilidad en problemas prdcticos donde sea
necesario determinar el tiempo de llenado y/o vaciado de depdsitos en un sistema de bombeo. En
un proximo trabajo, se seguirdn presentando los resultados comparativos de ambos modelos para
otros escenarios de simulacion, asi como otros aspectos interesantes sobre esta tematica.
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