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RESUMEN

En el presente trabajo se propone una metodologia de cdlculo para determinar los tiempos de
llenado y/o vaciado de los depdsitos en los sistemas fuente por bombeo. La misma, se centra en la
resolucion de un modelo de calculo discreto que tiene en cuenta las principales variables
hidraulicas que caracterizan tres esquemas o casos de disefio y operacion en dichos sistemas. Se
presentan dos modelos de calculo de enfoque discreto en funcién de la altura y el tiempo, los
cuales se implementan en el sistema de cdmputo numérico MATLAB versién R2013b para la
comparacion de diferentes variantes de los esquemas de disefio descritos. Ambos procedimientos
analiticos se emplean en la resolucién de un ejemplo practico donde se ilustran los tres casos de
operacion para distintas variantes y alternativas de cdlculo.
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Determinafion of the filling and / or emptying time of tanks in
pumped source systems

ABSTRACT

In the present work, a calculation methodology is proposed to determine the filling and / or
emptying times of the tanks in the pumping source systems. It focuses on solving a discrete
calculation model that takes into account the main hydraulic variables that characterize three
schemes or cases of design and operation in these systems. Two discrete approach calculation
models are presented as a function of height and time, which are implemented in the MATLAB
version R2013b numerical computing system for the comparison of different variants of the design
schemes described. Both analytical procedures are used to solve a practical example where the
three cases of operation are illustrated for different variants and calculation alternatives.
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DETERMINACION DEL TIEMPO DE LLENADO Y/O VACIADO DE DEPOSITOS EN SISTEMAS

FUENTES POR BOMBEO

m INTRODUCCION

Un sistema de abastecimiento de agua es un sistema dinamico cuyas variables cambian
constantemente: consumos, nivel de los depdsitos, estaciones de bombeo que arrancany paran, etc.
Cuando la variacién de los principales parametros (presién, caudal, niveles en los depdsitos, etc.) sea
pequefia o se produzca muy lentamente, un analisis en régimen permanente resulta adecuado. Esta
representacién temporal es una analogia de “n” instantaneas del sistema. La escala de tiempo en la
qgue se producen estas variaciones es imprescindible para escoger el tipo de modelo de estudio:
régimen variable o transitorio (Cabrera 1996).

En el caso del estudio de la evolucién de los niveles en un depdsito u optimizar el régimen de
bombeo a lo largo de un periodo de tiempo, serd necesario utilizar modelos de simulacién dinamica.
Este tipo de modelo es vélido solo cuando las variaciones de las variables hidraulicas en el tiempo no
son bruscas. Este modelo se basa en el andlisis de sucesivos estados estacionarios correspondientes
a intervalos de tiempo determinados. En la transicidon de un intervalo a otro, varian los consumos, el
estado de los elementos de regulacion, el nivel de los depésitos, etc., aunque durante el intervalo se
suponen constantes. Siempre que se garanticen el cumplimiento de estas condiciones, los modelos
de simulacién dindmica proporcionan la representacion mas precisa y sencilla del funcionamiento de
los sistemas de distribuciéon, pues formalmente se plasma un sistema de ecuaciones algebraicas que
caracterizan el sistema (Hernandez, Gémez y Zanzi 2016a).

El objetivo del andlisis en régimen permanente de un sistema de distribucion de agua consiste en
obtener los caudales circulantes por las conducciones, la carga a presidn y los niveles en los depdsitos,
mediante la resolucién de un sistema de ecuaciones de equilibrio (ecuacidn de conservacién de la
masa, o de Continuidad y ecuacidon de conservacion de la energia) que caracteriza al sistema de
abastecimiento a partir de conocer la carga piezométrica o carga de presion de un nudo al menos,
las caracteristicas hidraulicas de las conducciones (didmetros, rugosidades y longitud) y las
caracteristicas relevantes del resto de los elementos del sistema (valvulas, accesorios, bombas, etc.)
(Hernandez, Gémez y Zanzi 2016b).

Los sistemas fuentes por bombeo estan constituidos por: fuente(s) de agua, estaciones de bombeo,
sistemas de tuberias de conduccion, sistema de proteccidon contra el golpe de ariete, depdsitos de
regulacion y/o compensacién, entre otros objetos de obra secundarios. Los modelos de simulacién
en régimen cuasi-permanentes permiten una mejor comprension del comportamiento hidraulico de
los sistemas fuentes por bombeo y sus respuestas a los diferentes condicionantes que se les van
imponiendo a lo largo del tiempo, constituyendo un instrumento eficaz en su gestién.

En el presente trabajo se propone una metodologia de calculo para determinar los tiempos de
llenado y/o vaciado de los depdsitos en los sistemas fuente por bombeo. La misma, se centra en la
resolucion de un modelo de célculo discreto que tiene en cuenta las principales variables hidraulicas
que caracterizan tres esquemas de operacion en los sistemas fuente por bombeo. Estos pueden ser
descritos a partir de un esquema tipico de disefio comun: depdsito de succién (seccidon regular
uniforme) - tuberia(s) de succidn (valvulas, accesorios, etc. se incluyen mediante su longitud
equivalente caracteristica) > bomba(s) - tuberia de impulsién (valvulas, accesorios, etc. se incluyen
mediante su longitud equivalente caracteristica) - depdsito de descarga (seccidn regular uniforme).

El modelo de calculo de enfoque discreto se implementa en el sistema de cémputo numérico
MATLAB version R2013b para la comparacion de diferentes variantes de los esquemas descritos. El
procedimiento analitico se emplea en los tres casos de operacién a partir de distintas variantes y
alternativas de cdlculo que reflejan datos reales de las instalaciones de los esquemas descritos.
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Debido a que este tema no ha sido abordado con profundidad en la literatura, y debido al gran interés
que presenta en el analisis y simulacién de los sistemas fuente por bombeo, es que se ha decidido
abordar esta tematica en el presente trabajo.

DESARROLLO

Los sistemas fuente por bombeo se pueden clasificar en simples y complejos a partir de su
conformacion topoldgica, desde la fuente de agua hasta el nodo o punto de entrega. Los diferentes
esquemas de disefio y operacion de los sistemas fuentes por bombeo estaran en funcion de las
caracteristicas de la toma de succion y descarga y si la demanda es continua (gasto constante) o
variable en el tiempo (gasto variable) independiente del tiempo de servicio (Martinez, 2011).

Como se apuntd anteriormente, en esta investigacion se trabajara con el esquema de disefio y
operacion de los sistemas fuentes por bombeo de mayor presencia en la practica (esquematizado
segun la direccion del flujo): Fuente de abasto (depdsito de succidn de seccidn regular uniforme) -
tuberia(s) de succién (valvulas, accesorios, etc. se incluyen mediante su longitud equivalente
caracteristica) - estacion de bombeo (bomba(s) de iguales caracteristicas hidraulicas) < conductora
o tuberia de impulsién (valvulas, accesorios, etc. se incluyen mediante su longitud equivalente
caracteristica) - depdsito de regulacién o compensacion (entrada libre y forzada con cota de entrega
fija) (Martinez 2011).

El modelo cuasi-estatico, ampliamente utilizado para la simulacién en periodo extendido, viene
caracterizado por las ecuaciones algebraicas definidas por las ecuaciones de conservacion de energia
(Ecuacion de Bernoulli) y la de pérdidas de carga (Darcy-Weisbach), y al menos una condicion de
contorno que varie lentamente en el tiempo (contorno dinamico del depésito).

Los depdsitos ya sirvan de fuente de abasto (depdsitos de succidn: tanques o cisternas) o de
descarga o almacenamiento (tanques de regulacion o de compensacién), es un cldsico ejemplo de
contorno dindmico que varia lentamente con el tiempo, a poco que su capacidad tenga una cierta
entidad en relacion con los caudales salientes y entrantes. En consecuencia, un sistema hidraulico
con depdsitos constituye una aplicacién clara y tipica de una simulacién cuasi-estatica. Cbmo es
conocido, la variacién del nivel en un depdsito viene dada por la ecuacién diferencial ordinaria
(Fuertes et al. 2007):

Q=As% (1)

Dénde: Q: caudal entrante o saliente al/del depdsito, (m3/s); Ad: seccidn en planta del depésito,
(m?); h: nivel del agua en el depésito, (m) y t: tiempo de llenado o vaciado del depdsito, (s).

En el supuesto de que el depdsito se vaciase, el término de la derecha de la ecuacidn seria negativo
y el caudal del miembro izquierdo de la misma pasaria a ser Qs o caudal saliente. Cuando sucede el
caso contrario (llenado del depésito), ambos miembros de la ecuacién son positivos y el gasto pasaria
a denominarse caudal entrante, Qe.

DESCRIPCION DE LOS CASOS DE ESTUDIO PARA LA DETERMINACION DE LOS TIEMPOS
DE LLENADO Y/O VACIADO DE LOS DEPOSITOS EN LOS SISTEMAS FUENTE POR
BOMBEO

A partir del esquema tipico de disefio definido, se describen los cuatro casos de estudio de mayor
presencia en la practica ingenieril, los cuales mantienen la misma tipologia de disefio, varidndose
solamente las condiciones hidraulicas y de operacién de dichas instalaciones. Para los objetivos que
se pretenden exponer en este trabajo, el desarrollo de la metodologia de cdlculo se realiza solamente
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para los casos 2, 3y 4, ya que el caso 1, al mantenerse constante el gasto de bombeo en el tiempo,
este puede obtenerse mediante la ecuacién de aforo volumétrico. Los cuatro casos de estudio son
los siguientes:

Caso 1: La entrada de agua al depdsito de descarga es por la parte superior de este (entrega libre
con cota fija), donde se succiona de un depdsito en el cual se considera que el nivel de agua se
considera fija (nivel en la succidén no varia en el tiempo) (véase figura 1). En términos de operacion,
este es el Unico caso en el cual se mantiene constante el gasto de bombeo a lo largo del tiempo.

Caso 2: La entrada de agua al depdsito de descarga es por la parte inferior de este (entrega forzada
con cota fija) y el nivel del agua en el depésito de succidon no varia en el tiempo. Este esquema de
operacion afecta en el gasto que entrega la bomba durante todo el intervalo de llenado del depésito
de descarga (véase figura 2). Para este caso, el objetivo es calcular el tiempo de llenado del depésito
de descarga, t.

A!

La Q

Q: caudal que circula en |a instalacion
A grea en planta del depasito de succién
A Ay area en planta del depdsito de descarga
= H, altura Gtil del agua en el depdsito de descarga
H::altura dtil del agua en el depdsito de succién
He Li#L;=L.: longitud equivalente en la tuberia de succion
Ly+L4=L: longitud equivalente en la tuberia de descarga

@ BOMEBA

Figura 1. Esquema de disefio y operacién de los Casos 1y 3.

Ly

Caso 3: La entrada de agua al depdsito de descarga es por la parte superior (entrega libre con cota
fija) a la vez que disminuye el nivel en el depdsito de succion producto del bombeo. Este esquema de
operacion afecta en el gasto que entrega la bomba durante todo el intervalo de vaciado del depdsito
de succidn (véase figura 1). Para este caso, el objetivo es calcular el tiempo de vaciado del depdsito
de succion, t.

Caso 4: La entrada de agua al depdsito de descarga es por la parte inferior (entrega forzada con
cota fija) a la vez que varia el nivel en el depdsito de succidn. Este esquema de operacion implica que,
a medida que se llena el depésito de descarga se vacia el de succién, lo cual repercute en el gasto
que entrega la bomba, el cual se reduce en el tiempo, en este caso, por el “doble efecto” de la entrada
forzada al depdsito de descargay la disminucion gradual en el tiempo del nivel del agua en el depdsito
de succidén (véase figura 2). Para este caso es evidente que el tiempo de llenado y vaciado de ambos
depdsitos es el mismo, por lo cual basta con solo calcular uno de ellos, tjo t,.
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Ly
Q: caudal que circula en la instalacion
L Act area en planta del deposito de succion
A Ay grea en planta del deposito de descarga
- Hi: altura dtil del agua en el deposito de descarga
H_ altura dtil del agua en el depdsito de succion
He Li+L;=L.: longitud equivalente en la tuberia de succion
Ls+Ly=Ly: longitud equivalente en la tuberia de descarga

@ BOMBA

Figura 2. Esquema de disefio y operacién de los Casos 2 y 4.

PROCEDIMIENTO DE CALCULO PARA LA DETERMINACION DE LOS TIEMPOS DE
LLENADO Y/O VACIADO DE LOS DEPOSITOS EN LOS SISTEMAS FUENTE POR BOMBEO

Como se ha comentado anteriormente, un aspecto fundamental en la simulacién de sistemas
fuente por bombeo en régimen cuasi-permanente, es la forma en que se efectua la integracion del
balance de caudales en cada depdsito, con la finalidad de calcular las fluctuaciones de los respectivos
niveles de agua alo largo del tiempo. La dindmica en los depdsitos se rige por ecuaciones diferenciales
ordinarias, resultantes de la aplicacion de la ecuacién de Continuidad a cada depdsito en el sistema
fuente por bombeo. En su formato mas general, la caracterizacidén del contorno depdsito responde a
la ecuacidn caracteristica (Pulido, Gutiérrez and Asensio 2006):

m

dh
AdE—;Qi =0 (2)

DAnde: Ad: seccidn en planta del depdsito, (m?); h: nivel del agua en el depésito, (m) y t: tiempo
de llenado o vaciado del depdsito, (s); Q: caudal afluente o efluente al depdsito, (m3/s) y m: nimero
de tuberias que convergen al depésito, (adim.).

Existen varias técnicas numéricas que permiten la resolucidon de la ecuacion diferencial (2). La
eleccién del método a emplear dependerd del tipo de problema a resolver. De hecho, las técnicas
mas simples estan sustancialmente afectadas por el intervalo de discretizacidon At utilizado (intervalo
de tiempo entre dos estados de régimen permanente consecutivos), recomendandose la utilizacién
de pequeiios valores de este. Las técnicas mas sofisticadas permiten, en general, obtener resultados
numeéricos mas precisos para un mismo intervalo de discretizacién, con el inconveniente de la
exigencia de un mayor tiempo de cdlculo para cada intervalo de discretizacién (Cabrera 1996).

Las dos técnicas de calculo alternativas mas utilizadas son la técnica explicita y el método de
previsién-correccién (técnica implicita). La primera se basa en la aplicacién del método de Euler para
calcular la cota de la superficie libre en el depdsito en el instante (t + At), a partir de conocer dicha
cota en un instante previo t. Por su parte, el método de previsidn-correccion es una técnica implicita
mas precisa para integrar la ecuacion 2. Fue elaborado por Rao y Bree (1977) basandose en el método
de Euler modificado y utilizando un esquema de previsidn-correccion. Se clasifica como un método
implicito, ya que en su formulacién no se conoce a priori el caudal en el instante posterior Q (t + At).
De hecho, este caudal es funcidn de las cotas de los niveles de agua en los depdsitos del sistema en
el instante (t + At), las cuales son también previamente desconocidas (Cabrera 1996).
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Como puede notarse, ambas técnicas de calculo basan sus algoritmos de solucidon en funcién de
la variable tiempo. La metodologia que se propone, establece un procedimiento analitico para la
determinacién del tiempo de llenado y/o vaciado de los depdsitos en los sistemas de bombeo, bajo
el principio de que los depdsitos solo se llenan y/o vacian mediante la accién del bombeo. Para los
casos de estudio sefialados esto significa que: para el caso 2, el depdsito de descarga se llena sin
presencia de un caudal efluente de este; para el caso 3, el depdsito de succidn se vacia solamente
debido a que no hay un caudal afluente a este; mientras que para el caso 4, se produce el vaciado y
llenado a la vez de los depdsitos de succion y descarga, respectivamente, sin existir caudales de
entrada o salida hacia o desde dichos depdsitos.

El procedimiento analitico para la simulacion temporal de estos tres esquemas de disefio, se basa
en dos métodos de resolucion basados en un enfoque discreto en funcidn de la discretizacién de la
altura, Ah y del tiempo, At. La base conceptual detrds de estos dos métodos reside en el trabajo
conjunto de la ecuacién de conservacion de energia (Ecuaciéon de Bernoulli) y la ecuacion de aforo
volumétrico para el célculo de los diferentes Ah o At en funcidon del método empleado. Ambas vias
de calculo cumplen el mismo objetivo, comprometiendo el uso de una variante u otra a los resultados
gue se deseen obtener. Por ejemplo, si se pretende conocer el tiempo de bombeo que se requiere
para llenar o vaciar un depdsito una altura determinada, se debe usar el método de discretizacion en
funcién de la altura. Por otro lado, con el método de discretizacion del tiempo, se puede calcular para
un lapso dado, la altura de vaciado o llenado de un depdsito. A continuacién, se presentan las dos
técnicas de cdlculo alternativas en su modelo desarrollado y, posteriormente, se efectuard una
comparacion entre los resultados obtenidos.

MODELO DISCRETO EN FUNCION DE LA ALTURA

El proceso de simulacion consiste de los siguientes pasos:

1. Para el instante tp (instante inicial de la simulacién) son conocidos los siguientes datos:
informacién reoldgica (deben garantizarse que no cambian en el tiempo), caracteristicas
hidrdulicas de las bombas (polinomios representativos de las curvas caracteristicas) y del sistema
de tuberias (materiales, didmetros, presion nominal de disefio y rugosidades absolutas), niveles
de agua en los depdsitos de succidn y descarga, consumos en los nudos de unién (si existiere),
nlimeros de tuberias que convergen o salen de los depdsitos y la ecuacidn del area en planta del
tanque en funcién de la altura del tanque (si los depdsitos tienen tipologia prismaticas o
circulares, esta expresion es una constante igual al drea en planta de los depdsitos)

2. Para tp se determinan las condiciones de equilibrio hidraulico utilizando las ecuaciones basicas
referidas en régimen permanente, lo que permite el cdlculo del caudal, Qo en el sistema y las
cargas a presion en los nudos (si existieren). Para los depdsitos, la solucién anterior permite
obtener los caudales de entrada y/o salida (llenado y/o vaciado). Para el instante inicial, to la
secuencia de cdlculo seria:

A partir de la ecuacién de Bernoulli aplicada para el instante inicial se obtiene:

Zso + HBo = ZtO + hfso = Zt() + Kan (3)

Donde: Zs: cota topografica del nivel del agua en el depdsito de succién para to, (m); Hso: carga
qgue desarrolla la bomba para el caudal entregado en el instante inicial, Qo, (m); Z:o: cota topografica
del nivel del agua en el depdsito de descarga para tg, (m); hfso: pérdidas de carga que se producen en
el sistema de tuberias para Qo, (m) y K»: coeficiente caracteristico de la conduccién, (s?/m?>).
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Introduciendo en la expresidn 3 el polinomio representativo de la curva caracteristica Hgvs. Q, y
calculandose las pérdidas de carga a partir de la ecuacion de Darcy-Weisbach, se obtiene:

Zs0 +A% BQo - CQo2 = Zzo + thWO = ZtO + KDW0Q02 (4)

Le
hfpw = KpwQ? = 0,0826fD—§QZ (5)

Donde: hfpw: pérdidas de carga en la conduccion obtenidas por la formula de Darcy-Weisbach,
(m); hfowo: pérdidas de carga en la conduccién obtenidas por la férmula de Darcy-Weisbach para el
instante to, (m); f: coeficiente de friccidon de la tuberia determinado por la férmula de Swamee-Jain,
(adim.); Leq: longitud equivalente del sistema, (m); D: didmetro interior de la tuberia, (m); Q: caudal
de circulacidn, (m3/s); Kow: coeficiente caracteristico de la conduccién, (s2/m>); Kowo: coeficiente
caracteristico de la conduccidon para el instante tp, (s’/m>); A: coeficiente del polinomio
representativo de la curva H vs. Q que define el valor de la carga que desarrolla la bomba para caudal
cero, (m); B: coeficiente del polinomio caracteristico de la curva H vs. Q que depende de la geometria
del disefio de la bomba, (s/m?) y C: coeficiente del polinomio especifico de la curva H vs. Q que esta
en funcién de las pérdidas de carga en el interior de la bomba, (s2/m?>).

f= (6)

0,25

2
& 5,74
[log<3'7D+NRO‘9>]

Dénde: f: coeficiente de friccion de la tuberia, (adim.); €: rugosidad absoluta asociada al material
de la tuberia, (m); D: diametro interior de la tuberia, (m) y Nz: nimero de Reynolds que caracteriza
el flujo en la conduccién, (adim.).

_w_ 40
NR - v - nDv (7)
Ddénde: Ng: nimero de Reynolds que caracteriza el flujo en la conduccién, (adim.); v: velocidad
media de circulacidén en la tuberia, (m/s); D: didametro interior de la tuberia, (m); v: viscosidad

cinematica del fluido, (m?/s) y Q: caudal de circulacién en la conduccion, (m3/s).

Introduciendo la expresidén 5 en la 4, y resolviendo la ecuacion de segundo orden resultante por
el Teorema de Cardano-Vieta, se obtiene la siguiente expresion para el caso del instante inicial:

—(F¥B)+/(¥B)?-4(K +C)(Zo—A—-Zs0)
QO — \/ DWo to S0 (8)

2(Kpwo+C)

El valor de Kpwo correspondiente para to depende del valor de fo, lo cual deriva en un proceso
iterativo en funcidn de f:

2.1.  Suponer un valor de fo

2.2.  Calcular Kpwo a través de la expresion 5

2.3.  Calcular Qo por la ecuacién 8

2.4.  Calcular el valor de fy a partir de Qp obtenido en el paso anterior

2.5. Comparar el valor de fo. con el valor supuesto en el primer paso, teniendo en cuenta un error
relativo de parada, § < 1%. Si esta condicién no se cumple debe repetirse la rutina de cdlculo
hasta garantizar su consecucién

3. Una vez obtenido el valor de Qo se procede con un proceso de discretizacidon en funcién de Ah.
Los valores de Ah pueden asumirse constantes o variables a lo largo de la altura del depdsito,
siendo la primera opcidn la mas adecuada para depdsitos de seccidn regular prismatica. Como
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se ha apuntado anteriormente, mientras mas pequenos sean los valores de Ah, se podrdn
obtener resultados numéricos mas precisos. En este paso se procede a asumir el primer valor de
h, h; siendo vélido recordar que: H: y/o H. (segun sea el caso) queda definido como la sumatoria
de los diferentes intervalos h (ho = 0 (depdsito de descarga vacio o depdsito de succidn lleno)
para el instante inicial to = 0), sean iguales o diferentes, segun la siguiente expresion:

tihi=hy+hy+hg+...+h, =H, . (9)

4. Con el valor de h; se procede a calcular el volumen correspondiente a esa primera dovela
atendiendo a la figura 3, como: V; = A-hi. Es evidente que la sumatoria de los diferentes
volumenes serd el volumen del depdsito. El valor de h; se utilizarad también para calcular la nueva
cota Z:; correspondiente a la cota topografica del nivel del agua en el depdsito de descarga para
el tiempo t; como: Zi1 = Zio + h1

5. Con estas dos variables definidas (V1 y Z:1), se pasara a repetir el paso 2 ahora para el cdlculo de
Qi, donde quedaran definidos en el proceso f1y Kow:

6. Con ambos valores de gastos, Qoy Qs se procede a determinar el caudal medio, Qm: que entra o

sale de los depésitos en el intervalo de tp a t;, correspondiente a esa primera dovela
Zy

Figura 3. Esquemas de dos tipologias tipicas de depdsitos de seccidn regular.

7. Por ultimo, con Qms1 y el V; se calcula el t; mediante la ecuacién de aforo volumétrico:

v vy
= - = ——
Q=7=>t=,- (10

Dénde: Q: caudal de llenado o vaciado de un depédsito mediante bombeo, (m3/s); V: capacidad
volumétrica de un depdsito, (m3) y t: tiempo de llenado del depdsito, (s).

8. Repetir el procedimiento para nuevos valores de h en el depdsito para determinar los respectivos
valores de tiempo de llenado o vaciado de cada dovela diferencial, t segun sea el caso. El tiempo
de llenado, t; o de vaciado, t, de un depdsito total o parcial, se calculara a través de la siguiente
sumatoria de los tiempos de llenado o vaciado de cada dovela:

Piti=t ity +tz+. .+t =ty,  (11)
Para la aplicacion del método del modelo discreto en funcién de la altura hay que tener en cuenta
varias particularidades que responden a cada caso. En este sentido los casos 2 y 3 se pueden

considerar homdlogos desde el punto de vista hidraulico. Atendiendo a esto, la ecuacién 8 queda
configurada para las n dovelas del depdsito, para ambos casos, como:
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—(¢B)+JGB)Z—4(KDW(i+1)+C)(Zti+ht(i+1)—A—Zs) c 5 1
i = aso .a
Qi Z(KDW(i+1)+C) ( ) ( )

—($B)+\/(¢B)2—4(KDW(i+1)+C)(Zt—A—Zsi+hc(i+1))
Qiv1 = Fowan 0 (Caso3) (12.b)

Vale la pena recordar que en el caso 2 el nivel del agua en el depdsito de succidn se mantiene
constante, Z;, mientras que en el caso 3 esto es una condicién establecida para el depdsito de
descarga, Z:. En ambas ecuaciones, h: y h. se toman como las variaciones del nivel del agua definidas
para los depdsitos de descarga (Caso 2) y succién (Caso 3) respectivamente.

Tratamiento aparte amerita el Caso 4, el cual se puede tomar como el caso general de este tipo
de problemas. Como se ha descrito arriba, y atendiendo a la particularidad del mismo, se deduce que
existe una relacion entre los voliumenes de los depésitos de aspiracion, V. y descarga, V, tal que: V.
= V4, a partir de considerar que no existen aportes ni salidas de volumenes al sistema. Observando
ese principio, se derivan las siguientes formulaciones:

h.A. = heA; = he = htfl—z;ht = h 2

CAt

A A 1
Ry===>+h;=h—~;hy =h.— (13)

Ac Ac Rp
Ddénde: h¢: variacion de nivel en el depdsito de succidn, (m); Ac: drea de la seccidn en planta del

depdsito de succién, (m?); h:: variacién de nivel en el depdsito de descarga, (m); A:: area de la seccion
en planta del depésito de descarga, (m?) y Ra: relacién de dreas de los depdsitos, (adim.)

Introduciendo en la ecuacion 12 las relaciones descritas en la expresion 13 se obtienen las
siguientes expresiones:

—(iB)+J(¢B)2 —4(Kpw(i+1)+C)(Zti+he(iv1) —A—Zsi+R(is1))

- 14.
Qi+1 2(Kpw(isn+C) (14.a)

—($B)+J(¢B)2 —4(Kpw(i+1)*C) (Zti+hc(i+1) (1+$)—A—Zsi)

2(KDW(1'+1)"'C)

Qi1 = (14.b)

—($B)+\/(¢B)2—4(KDW(i+1)+C)(Zti+ht(i+1)(1+RA)—A—Zsi)

L= 14.c
Qira 2(Kpw (i+1)+C) ( )

MODELO DISCRETO EN FUNCION DEL TIEMPO

El procedimiento analitico estd estructurado por los siguientes pasos, de los cuales, los dos
primeros, son los mismos para ambos métodos de célculo, por lo cual se comienza desde el 3er paso:

3. Unavez obtenido el valor de Qo se procede con un proceso de discretizacién en funcién de At. Es
recomendable asumir valores constantes de At, sobre todo si se trata de depdsitos de seccién
regular prismatica. Al igual que en el caso del modelo de solucién anterior, mientras mas
pequefios sean los valores de At (discretizacion mas fina), se podrdn obtener resultados
numéricos mas precisos. En este paso se adopta el concepto definido a través de la ecuacidén 11,
asumiendo que, para el instante inicial, tp = 0.

4. A partir de introducir las siguientes relaciones (ecuacién 15) en la expresién 4 para el calculo del
caudal en el instante ti:1, se obtiene la ecuacién 16 para los Casos 2 y 3:
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)

A¢ A¢ a 2401 ¢ A Ac b 24¢

By =& = Omt _ @¥0upt, 1 A _ Qmt _ @itQut ), 1 (15)

Z,+ A+ BQ,,,~CO =7+ (Qz + Qi+1)at + KDW(H—])inI (Caso2) (16.a)

Z;— (Qz +0.,, )bt +A+BQ,, - CQi2+1 =Z,+ KDW(i+I)Qi2+1 (Caso3) (16.b)

Tomando como referencia esta ultima ecuacidn, las soluciones para ambos casos para un tiempo
t se determinan como:

—(atFB)+ J(atJ‘rB)Z—4(KDW(i+1)+c)(zt+Q0at—zs—A)

2(Kpw(i+1)+C)

Qiv1 = (Caso2) (17.a)

—(bt¢3)+\/(bt?B)Z—4(KDW(i+1)+c)(zt+Q0bt—zs—A)

2(KDW(i+1) +C)

Qiyq = (Caso 3) (17.b)
Como parte del proceso de cdmputo de los caudales Qi+s, se calculardn los respectivos coeficientes
de friccion, fi.1 y Kow(i+1) segin lo apuntado en el paso 2.

5. Una vez que se calcule un gasto, se trabajara con las relaciones definidas en la ecuacién 15 en
funcién del caso que se trate para determinar h: o h. para cada intervalo de tiempo, t

6. Se repetira este proceso hasta lograr completar la altura util del depdsito que se evalla segun el
caso (llenado: Caso 2 y vaciado: Caso 3) atendiendo al concepto de la ecuacién 9.

A partir del significado que enuncia la expresiéon 13 y las relaciones a y b de la ecuacién 15, se
adapta la expresion 17 en funcidn de la variable de referencia de medicién, h. o h:, obteniéndose
para el Caso 4:

—(Nt¥B)+ J (Nt¥B)2—-4(Kpw (i+1)+C)(Zto+QoNt—Zso—A)

2(Kpw (i+1)+C)

Qiv1 = (he: f(he))  (18.a)

—(MﬁB)+J(Mt¢B)2 —4(Kpw(i+1)+C)(Zto+QoMt—Zso—A)

Qiy1 = (he: f(he))  (18.b)

2(Kpw(i+1)+C)

N=a(l+R);M=h (Ri+ 1) (18.c)

Se presenta a continuacion un ejemplo de aplicacidon de la metodologia propuesta para ambos
modelos discretos, con el objeto de exponer sus posibilidades, capacidades de solucién y limitaciones
operativas. Se ha procurado mostrar a un ejemplo practico sencillo, aunque suficientemente
ilustrativo para garantizar una mejor comprensién del procedimiento analitico de ambas soluciones.
Para la resolucion del mismo se ha empleado el software MATLAB versién R2013b para las tres
variantes de esquemas de operacion (Casos 2, 3y 4).

CALCULO DEL TIEMPO DE LLENADO Y/O VACIADO DE UN DEPOSITO EN UN SISTEMA
FUENTE POR BOMBEO.

La informacién del sistema fuente por bombeo para los tres casos que se analizaran es la siguiente:
didmetro exterior de la conductora, D = 450 mm; diametro interior de la conductora, D, = 396,6 mm;
material de la tuberia: polietileno de alta densidad (PEAD); rugosidad absoluta media del material, €
= 2,5-10"3 mm; presiéon nominal de disefio, PN = 10 atm.; longitud de la tuberia, L. = 1000,00 m; cota
topografica del nivel del agua en el deposito de succion para to, Zso = 15,00 m (Casos 3y 4) y Zs =
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15,00 m (Caso 2); cota topografica del nivel del agua en el depdsito de descarga para to, Zto = 58,00
m (Casos 2 y 4) y Z: = 63,00 m (Caso 3); area de la seccidn en planta del depdsito de succidn, Ac =
1054,00 m?; 4rea de la seccidn en planta del depdsito de descarga; altura util del depdsito de
descarga, H: = 5,00 m (Casos 2 y Caso 4); altura util del depdsito de aspiracién, H. = 3,00 m (Caso 3);
A:=527,00 m?y coeficientes del polinomio representativo de la curva H vs. Q de la bomba: A = 80,092
m, B=11,384s/m?y C=-571,588 s2/m>.

Para el proceso de calculo de los coeficientes de friccion, f se utilizé un criterio de parada en base
a un error relativo de 10, aplicable por transitividad al cdlculo de los caudales para cada intervalo
de tiempo, Q;. Se tomdé como criterio para la discretizacion los siguientes valores: Ah =5 mm (Casos
2y Caso 4), Ah = 3 mm (Caso 3) y At = 10 s (para todos los casos). Basado en esta informacion, se
procede a realizar los calculos del tiempo de llenado del depédsito de descarga (Caso 2), tiempo de
vaciado del depdsito de succién (Caso 3) y tiempo de llenado y vaciado de ambos depésitos (Caso 4),
mediante los algoritmos de solucidn descritos para ambos modelos, implementados en el software
MATLAB version R2013b.

Para el Caso 2 se obtuvieron los siguientes resultados para los dos modelos de solucién: Qp =
0,24307 m3/s =243,07 L/s. Como es de esperar, a medida que se fue llenando el depésito de descarga,
el tiempo de llenado por dovela (44 = h: = 0,005 m = 5 mm) fue disminuyendo de 0,18068 min. =
10,84 sa0,19389 min. = 11,63 s. Finalmente, el gasto final correspondiente a la altura Gtil del tanque
(H: = 5,00 m) fue de Q = 0,22649 m3/s = 226,49 L/s, menor al inicial, como se puede deducir. Para la
variante del modelo discreto en funcidon del tiempo, para un intervalo de 4¢ = 10 s, la altura del
depdsito que se llena varia de 4,61 mm a 4,95 mm. Para este ultimo tramo, el depdsito llega a la
altura de 5,0029 m, casi tres milimetros por encima del nivel de agua establecido, situacion que
hubiera sido bien diferente si el intervalo de discretizacién fuera mayor. Este resultado ilustra las
ventajas apuntadas arriba entre los dos métodos de solucién. El tiempo de llenado del depdsito de
descarga fue de 187,05 min. Los dos procedimientos de cdlculo para ambos modelos y su resultado
grafico (H: vs. t)) se muestran en la figura 4.

Para el Caso 3 se alcanzaron los siguientes resultados para ambos modelos de solucion: Qp =
0,22649 m3/s = 226,49 L/s. Para este caso, el tiempo de llenado por dovela (44 = hc = 0,003 m = 3
mm) fue disminuyendo de 0,23268 min. = 13,96 s a 0,24406 min. = 14,64 s. Cuando se alcanza la
altura util del tanque (Hc = 3,00 m), el gasto para ese instante es Q= 0,21593 m3/s = 215,93 L/s, menor
al inicial como era de esperar. Para el modelo discreto en funcién del tiempo, para un intervalo de At
=10 s, la altura del depdsito que se vacia varia de 2,15 mm a 2,25 mm. Para este Ultimo intervalo, el
depdsito se vacia hasta una altura de 3,0012 m, 1,2 mm por encima del nivel de agua establecido.
Este resultado muestra nuevamente las ventajas descritas entre los dos métodos de solucién y la
precision de estas en funcién del objetivo que se persiga. El tiempo de vaciado del depésito de
succion fue de 238,23 min. Los dos procedimientos de calculo para ambos modelos y su resultado
grafico (Hc vs. t,) se muestran en la figura 5.

Para el Caso 4, el gasto inicial para el instante tp arrojo Qo = 0,24307 m3/s = 243,07 L/s. Se resolvid
el procedimiento en funcién de h: (45 = h:= 0,005 m =5 mm), obteniéndose una variacion del tiempo
de llenado de las dovelas de 0,18069 min. = 10,84 s a 0,20169 min. = 12,10 s. En el instante cuando
se llena el depdsito de descarga (H: = 5,00 m) el gasto de circulacion fue Q = 0,21773 m3/s = 217,73
L/s, menor al inicial, como se puede deducir. Para la variante del modelo discreto en funcién del
tiempo, para un intervalo de 47 =10 s, la altura del depdsito que se llena varia de 4,61 mm a 5,15 mm.
Para este ultimo tramo, el nivel del agua en el depdsito sobrepasa el permitido en 2,8 mm. El tiempo
de llenado y vaciado de los depdsitos de descarga y succion, respectivamente, fue de 190,61 min. Los
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dos procedimientos de calculo para ambos modelos y sus resultados graficos (H: vs. tn'y He vs. tv) se
muestran en la figura 6.
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Figura 4. Cédigo de programacién del software MATLAB versidn R2013b para ambos modelos de solucion
(alturay tiempo) y grafica de Ht vs. tll para el Caso 2.
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Figura 5. Cédigo de programacién del software MATLAB versidn R2013b para ambos modelos de solucion
(altura y tiempo) y grafica de Hc vs. tv para el Caso 3.
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Figura 6. Cédigo de programacién del software MATLAB versidn R2013b para ambos modelos de solucion
(altura y tiempo) y graficas de Ht vs. tll y Hc vs. tv para el Caso 4.

[i§ concLusiones

El tema tratado en el trabajo no cuenta con mucha divulgacién en la literatura, por lo cual se
considera conveniente abordarlo desde la 6ptica de dos modelos discretos de solucién que arrojan
el mismo resultado préctico, dependiendo de la respuesta que se persiga. El objetivo del trabajo se
centro en la elaboraciéon de dos algoritmos para el calculo de los tiempos de llenado y/o vaciado de
los depdsitos en los sistemas fuente por bombeo, basados en dos modelos discretos en funcién de
las variables altura y tiempo, los cuales son implementados mediante la herramienta MATLAB
version R2013b.

Las metodologias de calculo se aplican a un ejemplo practico para exponer las diferentes
posibilidades de cada modelo de solucidn para los tres casos de estudio (2, 3 y 4). Se obtienen los
tiempos de llenado y/o vaciado de los depdsitos para el mismo esquema de operacidn a partir de los
algoritmos implementados en la herramienta MATLAB. Estos procedimientos analiticos seran de gran
utilidad en problemas ingenieriles especificos de operacion, donde sea necesario tener un estimado
del tiempo de llenado y/o vaciado de depdsitos en un sistema. En un proximo trabajo se expondra
un método analitico con igual fin y se brindard una comparacion con los modelos discretos descritos
en el trabajo.
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